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Einleitung. 


Den Gegenstand dieser Betrachtungen soll eine Klasse 
linearer Differentialgleichungen bilden, die aus einer Ver- 
allgemeinerung der Differentialgleichung der hypergeometri- 
schen Funktion hervorgegangen sind. 

Unter einer Gauss’schen hypergeometrischen Funktion 
wird bekanntlich eine unendliche Reihe von der Form 

u N ap «(a UßP+LV 2 
ENGE ra Te NZ a”... 
verstanden. Die lineare Differentialgleichung, welche durch 
diese Funktion erfüllt wird, ist zuerst von Euler!) aufge- 
stellt worden; es ist die Gleichung 


x (@—1) = |e+t#+02-. | +aßy=0. 
In der berühmten Untersuchung, die Gauss ?) über dieselbe 
angestellt hat, erscheint sie als spezieller Fall linearer 
homogener Relationen zwischen sogenannten contiguen Funk- 
tionen ?). Durch Vermehrung der Zähler- und Nennerfaktoren 
in obiger Reihe gelangt man zu den entsprechenden Reihen 


Nom 0210.0,.2%) = 


1:00 Paolo llo(c-+1) 
a Ag, 
a ER I u NER 
S n—1 
et) mm +1)... a, (+1) ge 
129 (at VR(@tV- (nt UV 


t) Euler, Institutiones Calc. Integr. Petrop. 1769. 
2) Gauss, Disquisitiones generales circa seriem 1 + Br +: 
Werke Bd. III. 


die man als hypergeometrische Funktionen dritter, ... 6% Ord- 
nung bezeichnet. Thomae!) und Goursat?) haben in ihren 
Untersuchungen über diese Funktionen die linearen Differential- 
gleichungen aufgestellt, für welche sie partikuläre Integrale 
sind. Die hypergeometrische Differentialgleichung dritter 
Ordnung ge danach die Form | 


|a+6+7+3) &-+0+1] 4 
nn ++ 741) 2 0| + apy y=0 


Überhaupt sind die Differentialgleichungen der bezeichneten 
allgemeinen hypergeometrischen Funktionen, um die es sich 
auch in der vorliegenden Arbeit handelt, vom Typus 


2° (c— 


OB =“ +0, @ u 
ea in 0...) 2 ı 
RM, ah 


wobei mit dem Symbol @ die folgenden linearen Funktionen 
bezeichnet sind: 


u. d)—=- E11, 
00 = [a + De [Ü He 
a Murau At Aler Intat "Ara 


a)—[A en Be 4 rat ni tr: 2, m 24 Rh, 
g [R,_.+do” BR. je “ir RAR do n— 9) td ae 
Q(@)=[A, td" A, +0 SR Be en (n— A, td, a 


9(&) = 4A 


1) Thomae, Über die höheren hypergeometrischen Reihen, Math. 
Ann. Bd. 2 

?) Goursat, M6moire sur les fonctions hypergeom6triques d’ordre 
sup6rieur, Ann. de l’Eeole Normale, Ser. 11,1 X 1 


Man erhält die Gleichung in der gewöhnlich benutzten Form, 
wenn man statt der Konstanten A,, Ay, A, Ru Ro, R,_, 
neue Konstante mittelst der Gleichungen 


A=-utst+ +0, 

= ot, ++, 4m +::::+@, ,%: 
A, =UM 4; 
RK=-4+%®+ 4 at 

Ra = 0 9-4 0ı O0 0 nm 


en, 2.05.09 332.0, 
einführt; die Größen a sind durch die Gleichung 


Fe 1 [ (m +1)" — (m), : m’ + (m), (m—1)” \ 


al m) DEE) 
als ganze positive Zahlen definiert, wobei /m/, den Zähler 
des Binomial-Koeffizienten (), bedeutet. In dieser Form 
ist die hypergeometrische Differentialgleichung »*° Ordnung 
von Herrn Prof. Pochhammer!) aufgestellt und integriert 
worden. 

Die betrachteten Differentialgleichungen weisen also 
außer dem unendlich fernen Punkt nur die beiden im Enndlichen 
gelegenen Punkte x = 0 und x = 1 als singuläre Punkte 
auf. Dadurch unterscheiden sie sich von einer andern Art 
hypergeometrischer Differentialgleichungen, welche Herr Prof. 
Pochhammer?°) behandelt hat, und welche soviele im 
Endlichen gelegene Singularitäten besitzen, wie ihre Ordnungs- 
zahl angibt. | 

Bekanntlich läßt die Gaussische Differentialgleichung 
auch eine Lösung durch bestimmte einfache Integrale zu, in 
welchen die Veränderliche x als Parameter auftritt, und 
wobei die verschiedenen Partikulärlösungen sich nur in den 
Grenzen der Integrale unterscheiden. 


t), Pochhammer, Zur Theorie der allgemeineren hypergeome- 
trischen Reihe, Journal f. Math. Bd. 102. 

2), Pochhammer, Über hypergeometrische Funktionen höherer 
Ordnung, Journal f. Math. Bd. 71. 
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In analoger Weise läßt sich, wie Goursat!) bewiesen 
hat, die erwähnte Differentialgleichung dritter Ordnung durch 
bestimmte Doppelintegrale mit veränderlichem Parameter 
lösen. Herr Prof. Pochhammer hat in der zitierten Ab- 
handlung endlich gezeigt, daß alle partikulären Lösungen der 
hypergeometrischen Differentialgleichung »-t® Ordnung sich 
in Form bestimmter Integrale darstellen lassen, bei denen 
die zu integrierende Funktion stets dieselbe ist, während 
die Grenzen verschiedene Werte annehmen. Untersuchungs- 
methode und Form der Lösungen weichen jedoch von der 
von Goursat benutzten ab und führen zu einer übersichtlichen 
Anordnung und Klassifikation der verschiedenen partikulären 
Lösungen. Es wird nämlich gezeigt, daß die Differential- 
gleichungen der genannten Art durch partikuläre Integrale 
von der Form 


h 
Me je-9“ Tdt 
g 


befriedigt werden, woselbst T eine Funktion von Z allein, 
h entweder konstant oder gleich x, und 9, « konstant sind. 
Hat die betrachtete Differentialgleichung die Ordnung », so 
genügt die Funktion T einer linearen Differentialgleichung 
(a —1)'® Ordnung, in welcher Z die unabhängige Variable 
ist. Nach Anwendung einer Substitution wiederholt sich 
dieser Schluß für die Differentialgleichung (a —1)'* Ordnung, 
resp. für die entsprechenden Gleichungen niedrigerer Ordnung. 
So gelangt man zuletzt zu einer hypergeometrischen Difierential- 
gleichung zweiter Ordnung, der die einfachen bestimmten 
Integrale genügen, und erhält folglich (a—1)fache bestimmte 
Integrale als Lösungen der Differentialgleichung »-t* Ordnung. 
In den erwähnten Untersuchungen sind die Fälle, in 
welchen bei den Integralen Logarithmen vorkommen, durch 
zweckmäßige Festsetzungen über die vorkommenden Kon- 
stanten von der Betrachtung ausgeschlossen worden. Die 
genannten Fälle bedürfen ‘einer besonderen Untersuchung, 
und diese wird in der vorliegenden Arbeit durchgeführt. 


!) Goursat, Sur une classe de fonctions, representees par des 
int6ögrales definies, Acta math. Bd. 2. 


l. Die hypergeometrische Differentialgleichung 
zweiter Ordnung. 
A. Allgemeine Integration. 


Ich wende mich zunächst zur Betrachtung der Gauss- 
schen Gleichung 


&) wa) + et +V)2-0|Y + op 40. 


Behufs ihrer Integration durch unendliche Reihen von der 
Form 


eo) 
(3) Y = x, 

kr 
wobei r eine beliebige Zahl bezeichnet und % die Reihe 7, 
r+1,r-+2,... durchläuft, ist es zweckmäßig, sie nach 


Frobenius!) auf die Normalform 


2 
Ba) Ira Ba) FR) y- 


zu bringen; dabei ist 


Bo (X) — 3-1, 
Bo) = (at +1) 0x9 
Pa (2) = aBm. 


Durch die Einsetzung jener Reihe (3) und ihrer Ableitungen 


dy = ‚ ze 

7 > ee eına“ 
n=0 

d’y 


dx” = r+n men) en 1) 


nimmt die Ant (2), nachdem nach rn von & 
geordnet ist, die Gestalt an: 


/p EYE : r+1 
(9) m re Te ke , nn A, +1 De S 


2; [&,,.,,© Fr en AL, r-H CH 2: A,1a, r-+2 Er] Fr 


2% 2: ja Ein, £ a r-—1 Cr au An, r+2 Crt9 
r-+n br >) 
+ + rn ed 12... 0.2 
1) Frobenius, Über die regulären Integrale der lin. Diff.-Gl., 


Journ. f. Math., Bd. 80, S. 319. 
2, Vgl. Heffter, Einl. in d. Theorie d. lin. Diff.-GL., Kap. 1. 
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(4) 
Setzt man zur Abkürzung p, ; — = %,(0), so ist dabei 


GI Wnnss(s—D--(6+v—1) 


v—0 
mit der Festsetzung 


[s 6—V...64v— U), —1. 
Die Koeffizienten der integrierenden Reihe sind also an das 
System der Bedingungsgleichungen 


ES te 


FIT 
= Ar, r C, ar As, r+1 rt ’ 


(7) TE ER N EL lo u‘ 
VA: Fin, r Cz u Fren, r+1 Ctı ar Gin, r-+2 219 


+ = Ar Ein, r+n Ct ? 


“ee ee a re ar ei ae ee A 


gebunden, die man in der rekurrenten Formel 
(8) Ay r cz Sir a, r+1 Cr ar Hab ar Ar k x — 
(E.—='r, va er 


zusammenfassen kann. Die erste Gleichung dieses Systems, 
2 
BIT ne a: (r—1).:.(r+v—1)=0, lautet, 
v—0 


da leise rar eo an 

bestimmt den Anfangsexponenten r, für welchen sie die Werte 
= Vo 

zuläßt. 


Die übrigen Gleichungen des Systems (7) liefern suc- 
cessive die Reihenkoeffizienten als Vielfache des ersten. Man 


a 

ei _ttbr _, Die Berechnung der 
ı,rtı 

folgenden Koeffizienten vereinfacht sich durch die Bemerkung, 

daß diejenigen @, „, bei welchen k—s = 2 ist, verschwinden; 


hat zunächst c 


Aus ist nämlich durch Gleichung (6) als ein Aggregat der 
mit p,,x_, bezeichneten Funktionen definiert, die ihrerseits 
als (*— s)'® Differentialquotienten linearer Funktionen ®, 
oflenbar verschwinden, sobald &—s > 2 ist. Die Rekursions- 
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formel (8) reduziert sich also auf zwei Glieder, und man 
erhält deswegen das einfache Resultat 


dr, r A 1o, r-1 
: ) 


C, EIN 2 C 
A,ıı, r+1 Ai, r+2 
C ze, Arı, is G artı Aı3, v3 
r+3 FE A x a : A ) 
r+1, 1-41 r+2,1+2 r3, r+3 
allgemein: 
s a a Ad 
BEINE > r-H1,r r42, 1-1 748, 1r4s—1 
ae en nn en 


hı,rtı A ,1o, r+2 a r+Ss 
Es ist aber nach Gleichung (6) 
Ga Es lie san (es U) ED, 
wobei, =1 p,=e+tPß+1 9,,=«Pß; daher ergibt 
sich nach kurzer Umformung a, or (er+s—]) 
res Sl: 
Ebenso findet man 


rd Pets U +p,e 49) + pr, 


nnlzhierbeisise m up, = 0,9, =0; 
folglich 
N (e+r+s—1) l+r+s—]), was sich leicht 


bestätigen läßt. Man hat also nach Einführung dieser Werte: 
ar) (br) 
nn a / 
Wenn) 
 _. e+tn @+n (art) +) 
Hohn) tn (ehrt) dtrti) 


allgemein: 


ee (atr+%) (d+r+%) 
| Ietr+M A+r+m 
und man erhält a er der Differentialgleichung (2) 
für die Umgebung des men 


(10) y) — 2 1er ir as 1- (a+r-+%k) (d+r +%) \ 

= 
wo nun für r die aus (9) sich ergebenden Werte 0 und 
1— eo einzuführen sind. Dadurch erhalten die Integrale die 
gewöhnlich benutzte Form 
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yıı —=BOnNSET ARD 0 

92 = const. a1”0. F (a—g-+1, B—g+1; 2—e; ©); 
der obere Index deutet an, daß sie zur Umgebung des Null- 
punktes gehören. 

Die Integrale für die Umgebung des Einheitspunktes 
stellt man am einfachsten dadurch her, daß man die Substitution’ 
e—=1— x 

anwendet. 
Hierdurch Er die Gaussische Gleichung (2) in 


ey E,+ |(at6+1)2°—(@+8+1-0 | +0 y=0, 


also in eine Gleichung vom selben Typus über. Der Unter- 
schied gegen die ursprüngliche Form (2) besteht nun darin, daß 
die Konstanten «, ß, o der Reihe nach durch «a, ß, a+ß-+1—09 
ersetzt sind. Die Wurzeln der zur Umgebung von <=1 
gehörigen Gleichung für die Anfangsexponenten sind also 
r=0 undr=0.e-—-e-—P, und die partikulären Lösungen 
ergeben sich aus 


er 143% r JH. («+r+R) (ß+r-+k) i) 
2 = Ah latB+1-etr+R) IHrtR) 
ee j ven Zu Be j) / (etr+k) (Btr+R) 1 

ler rl or A 
wenn 7 je 0 und oe—a—ß ersetzt wird; so gelangt man 
zu den bekannten Formen 
yı’ = const. F (a, ß; a+ß-+1—-o; 1— x), 

Yo = const. 1—a) FP. E(g—8,o-—arc- ap Ta 

Um endlich die Integrale für die Umgebung des gleich- 
falls singulären unendlich fernen Punktes zu erhalten, sub- 
stituiert man nach Gauss !) 


[04 
res "U, 


wodurch man auf die ne 


du r 
3 T |(&«-e+2) C— (rt | +a(a—o+1)u—0 


2(2—1) 


I) Gauss, Werke Bd. 3, S. 219. 


18 
geführt wird. Sie unterscheidet sich von der gewöhnlichen 
Form (2) der Gaussischen Gleichung dadurch, daß «, ß, o 
bezw. durch @, «—o+1, @&—$--1 ersetzt sind; also wird diese 
Gleichung im Bereich des Punktes 2 = 0 durch die Reihe 


ra) 
s=1 
integriert, wo für r die Werte 0 und B—« einzusetzen sind. 
Daher hat die Gleichung, die wir betrachten, in der Umgebung 
des unendlich fernen Punktes die aus 


(@) ar = (a+r+%k) (a—e+14r+%) ' 
Y—C,% E ED 
5 u (a—B+1+r+%) (I+r+%) 


fürr—=0 unddr= ß-—oe oder, wie man auch schreiben 
kann, die aus 


u get CH 
ne 142% U 2 ae nn 


für r—=ea und r—= ß resultierenden Lösungen 


— constaaor  F(q, Do ) ; 


Yy — const. © °- F($,8-0o+1; B-e-+]1; = 


B. Die logarithmischen Fälle. 


Nach der allgemeinen Theorie sind nun die logarith- 
mischen Fälle dadurch charakterisiert, daß die Wurzeln der 
Gleichungen für die Anfangsexponenten Gruppen bilden oder 
zum Teil identisch sind, und zwar zeigt die Theorie, daß 
neben einem logarithmenfreien Integral notwendig eine 
logarithmische Ergänzung auftritt, sobald die Gleichungen 
für die Anfangsexponenten, die wir in Zukunft als determi- 
nierende Gleichungen bezeichnen wollen, mehrfache Wurzeln 
haben, daß außerdem, falls gewisse Wurzeln sich um ganze 
Zahlen unterscheiden, Logarithmen bei den Integralen auf- 
treten können, aber nicht notwendig auftreten müssen !). 


1) Frobenius, Über die Integration linearer Differentialgleichungen 
durch Reihen, Journal f. Math. Bd. 76. 
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Als Wurzeln der determinierenden Gleichungen, d.h. 

als Anfangsexponenten, hatten wir gefunden 
für die Umgebung von 2 = 0: 7 (im 
z>=1: r=lmund regen 

EN 5 I eo. r=- oundn a 
Beschränken wir uns auf die notwendig logarithmischen Fälle, 
so sind die durch die Beziehungen 
(13) 01, e=a-+Pß, a — PB 


charakterisierten Fälle zu untersuchen. 


” ” ” ” 


1. Integration durch Reihen. 
Wir hatten gefunden, daß die Reihe (3) 
YeD>am ker ie) 
in der Umgebung von <—='0 ein Integral der Gleichung (2) 
darstellt, sobald das Gleichungssystem (7) 


| 0. OO 
0 Gr, r € Mr A,1ı, r+1 Gar: 


| u Ü,19, x € Gt a r+1 Ct E Ayo, r+2 Ca, 


durch die Koeffizienten e erfüllt eh, Nach Austen 
der Substitution stellen nämlich, wie Gleichung (5) zeigt, die 
rechten Seiten der Gleichungen (7) die Faktoren dar, mit 
welchen die einzelnen Potenzen von 2 multipliziert sind; 
a, „c,ist, wie wir gesehen haben, der Faktor der niedrigsten 


LIST 


Potenz &°. Läßt man daher die erste der Gleichungen (7) 
außer Betracht und bestimmt im übrigen wie früher nur 
vermöge der übrigen Gleichungen 


C. 8 zu 


DB: ar d,rı,r'@ r-+2, re: Ri; er r+s—1 
ä Atı, r+1' AL1o, r-La° U ie, r-+3 
so wird y=23c, x ein Integral der nicht homogenen line- 


€ ’ 


r+s — Rx: 


aren BT a 


x”. Bo): a PB, (@)- Y HR, @)- y-4,,%.%; 


deren linke Seite mit derjenigen der ursprünglichen Gleichung 
in der Form (4) übereinstimmt. Difierentiiert man nach r, 


rn 
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so hat man das Resultat, daß y= Ic, ©" (k=r,r-+1,...) 
die Gleichung 


2.B HB HR) 


ER : 
ns (4, ,C, X ) 


erfüllt; wird also die Reihenfolge der Differentiationen nach 
x und r vertauscht und 


(14) en =: ach 
zes ze 2), 


kr 
gesetzt, so genügt 7 der Differentialgleichung 


5 d?ı d d R 
Boa) ut aBıe) ZH = a, ). 


B) 


Nach Ausführung der angedeuteten Differentiation nimmt 7 
die Form 


(15) = 2%: 2° -4-.log x ar 


an. Da c, willkürlich ist, so verschwindet 
DT. r n 
a (aaa ) =e.4.: Dee: Ber 
dr dr d 


so oft r eine Doppelwurzel der Gleichung Er 181.968: 
diese Gleichung nach (9) die Wurzeln r—=0 und r—=1-—.o hat, 
so tritt eine Doppelwurzel auf, a la — les lnrdn m 
Falle, in welchem die beiden mit y,° und 2,” bezeichneten, 
aus (10) resultierenden Partikulärlösungen identisch sind, 
erhält man also das logarithmische Ergänzungsintegral dadurch, 
daß man den Ausdruck (10), 


Bo: + ef (tr +R) G4r+R\ 
= 4 kr (I+r+%) ) 
nach r differentiiert und nach ausgeführter Diiierentiation 


r—= 0 setzt. Dabei ergibt sich für dasselbe, von einer 
multiplikativen Konstanten abgesehen, der Ausdruck 
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o_ (du [0 . Fr latr th) B-Hr+k) 
a Den | v2 DIE dr Fremen 


: | Te8 (+7) \ 
(16) I Tore. 16297, /l wen 


- [42% nn 

= (1 +r oe 
one 

während das logarithmenfreie partikuläre Integral die Form: 

79° = F(a, 8;1;%) hat. 

Eine ganz analoge Betrachtung ist auf die Umgebung 
von = 1 anwendbar für den Fall, daß o= «+ ß ist, in 
welchem die beiden mit 9,” und 4," bezeichneten, im 
allgemeinen linear unabhängigen partikulären Integrale 
identisch sind, welche sich aus (11) ergeben; r = 0 ist dann 
Doppelwurzel der zu x = 1 gehörigen determinierenden 
Gleichung. Man gelangt zu dem Schluß, daß das logarithmische 
Integral aus (11) 


y" = ‚(d-2) 42u- x)° u „(a+r+k) (B+r+X%) 
2 (arh+l—-etr+A)Itrtk) 
hervorgeht, wenn man nach r differentiiert und darauf 7 = 0 


setzt. Dadurch erhält man, wenn man von dem Faktor c, 
absieht, 


Aa 
N (de RE -| we „)‘ BT (a+r+k)(B+r+k)) 


a Er (1+r+%k)? 3 

; .yp/ («+ %) (ß+%) | 

an +le(i—w): an a. NM d+A®  J 
2. ae (rt 


+ log (1—x): Fe, 8; 1; 1—.x). 
Das nicht logarithmische partikuläre Integral ist 
De Fieyßz Tel) 
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Für große Werte von & ist durch die Gleichung «= ß 
ein notwendig logarithmischer Fall gekennzeichnet; 7—= «a 
ist Doppelwurzel der Gleichung für den Anfangsexponenten. 
Eine Untersuchung nach dem für die Umgebung des Null- 
punktes durchgeführten Verfahren zeigt, daß das logarith- 
mische Integral aus dem Ausdruck (12), 


je si HR) er +Rg) 
Mc, BR 1 2 Sa ne er Da 
2 +2 U ee | 
durch ann m Y an es lautet also, wenn 
die Konstante außer Betracht gelassen wird, 


Bl ‘ (r+k—1)(r+k-e)l 


rn ey 
ee le a Mr | 


r=@& 
de RZ (Garne Da. 0) 
(18) —x "log x: es u . 
De 1 / 12 | 
IR rer ereN 
ne e - [ 
1 eu 
—_ 2 leo.rF ( &,.0d—-0-+1;1; =) 
Dazu kommt als zweites partikuläres, logarithmenfreies 
Integral 


N F(a a—o-+1;1; —| 
Zusammenfassend können wir sagen: Hat die Gleichung für 
den Anfangsexponenten r eine Doppelwurzel, so erfüllt 
en) 4 — Dorn (k=r,r+1,..-) auch'der nach r 
genommene Differentialquotient von %, für diesen Wurzelwert 


gebildet, die vorgelegte Difierentialgleichung, und dieses 
Integral ist notwendig logarithmisch. 


2. Integration durch Doppelintegrale. 


Ein Blick auf die berechneten Integrale zeigt indessen, 
daß die numerische Berechnung der Reihenkoeffizienten in 
den logarithmischen Fällen recht umständlich wird). Die 


1) Vgl. Heffter, Einl. in d. Th. d. lin. Diff.-Gl., Art. 113; oder 
Schlesinger, Handbuch I, S. 253 #. 


2 
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Lösungen gewinnen ein einfacheres Aussehen, wenn man 
ihnen die Form bestimmter Integrale gibt. Das ist hier in 


verhältnismäßig einfacher Weise möglich. Die mit 4, y" 


und 3°’ bezeichneten unendlichen Reihen (10, 11, 12) lassen 
sich nämlich als Spezialfälle hypergeometrischer Reihen 
dritter Ordnung ansehen, die man als bestimmte Doppel- 
integrale darstellen kann. 

Es besteht nämlich die Identität 


ABC 
RS 


F(A,B,C:R,S: 2) = 
(19) 107 


— CODsR. ff (ae) rn ME el 
oo du dv; 


denn entwickelt man (1—.xuv) * nach dem binomischen Satz, 
so geht das Doppelintegral über in die Reihe 


1 1 
Ike (do) a nun. 
v o 
er ffea — N u Au a 


AED a. [feet rm" andr- 


_ABR-D.RCS-OrL-2- MEHR MACHE 
A(4-H1) 
BETTER 


wo der Buchstabe X ein Eulersches Integral erster Art 
andeutet, indem 


22 E(B+2,RB).E(C}2,5 0023 


1 


E(p,g) = fw d-u) au 


0 
gesetzt ist. Nach der für solche Integrale geltenden Re- 
kursionsformel 


E(a+1,b) = 


Er, -E (a, b) 


lassen sich alle darin vorkommenden Eulerschen Integrale 
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durch Z(B, R—B) und #£(C, S—C) ausdrücken, so daß die 
Reihe gleichwertig ist mit 
E(B,R—-B) E(G,S—O) 
| ABC A(A+H1) B(B+D) C(C+1D) 
BT eRRuR FI) ScCSENn 2% 
Damit ist die oben angegebene Identität (19) bestätigt, und 
zugleich ist der Wert der Konstanten ermittelt zu 
1 
E(B, R-B):E(C,S—(C) 
Da # und v zwischen den Grenzen 0 und 1 variieren und & 
der Bedingung |x| < 1 unterliegt, so behält Gleichung (19) 
ihren Sinn, wenn man A —= 1 setzt. Dadurch ergibt sich 
Test: B{B+-V)C(C+D 


eONSuR— 


BARS, RS rer, S (sen ou il 
(20) : 
ana dem sd gun 
0,0 du dv, 


was wir im folgenden wiederholt benutzen werden. 
Zunächst können wir diese Identität zur Umformung 
des Ausdrucks (10), 
a i428 17 ‚ etr+N @4r+N 
(e+r+k) (I+r-+k) ) 
benutzen. 
Mirshraucheneur sh = a tr, C=BFrr’R=orr, 
S—=1-r zu setzen und haben die Identität 


a u a ee 
00 dudv. 

Sind also die Wurzeln der determinierenden Gleichung ver- 

schieden, so repräsentiert nach den Gleichungen (10) und (21) 

der Ausdruck 

TR 

y = const. & ih ji nr ee en (a 


(11-2 uw). du dv 
le 120) 
2* 
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die beiden partikulären Integrale der untersuchten Differential- 
gleichung in der Umgebung von £ =(. 
Wie wir oben gesehen haben, gewinnen wir, falls o=1 
ist, das logarithmische Integral, indem wir den Ausdruck (22) 
nach r differentiieren und r = 0 setzen. Es hat also die Form 
(23) 
7 = const. SS Ay Punta) "ae 
log (zuv) du dv. 
Um zu der entsprechenden Form des logarithmischen 
Integrals für die Umgebung von £ =1 zu gelangen, bildet 
man die oben benutzte Identität (20) für die Werte 


B=a-+r, = PR, R= Gl: S=l-+r; 


ersetzt man noch & durch 1— x, so hat man 


> (a+r+k) (+r-+k) 
De Te 


(24) 

—Feonsh YA % un iger —) Pu are" (1— 7 S 
N1—-A—z)uvf ! Au dv. 

Folglich sind die partikulären Integrale nach (11) und (24) 

im allgemeinen in dem Ausdruck | 

(25) 


y® = const. A—a)" S. ne PIE) ee en e 


N1—-A—e)uv]f ! Audv 
enthalten, wo r die Werte O und 0o-—a—ß hat. Ito=a+ß, 
so daß r = 0 Doppelwurzel der determinierenden Gleichung 
wird, so ist das Bar Aussee 


(1) 
Dr An — const. fr Fa —v) en a NE 


(26) ee 
ua uv] og [A—e) uv] dudv. 


Endlich haben wir zwecks Umformung der Integrale 
(12) und (18) für große Werte von x die abgeleitete Identität (20) 
füirB=r—l C=r-g R=r-—a S—=r—ß zu benutzen 


und x durch . ersetzt zu denken. Dadurch ergibt sich 
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es) = (r+k— 1) (+ k— 0) 
1 
(27) 2 li Vo) 
—onst, ff ta ml) 


so daß nach a Busen (12) und (27) 


er EL en See ee u“ 


es (1 (8 0% du dv 


die partikulären Integrale gibt, wenn man darin r=« und 
r=Bß setzt. Ist nun r=«a=Bß, so geht eines dieser Inte- 
grale verloren, und es tritt statt dessen eine logarithmische 


Ergänzung in der Form 
1 1 


7) — const. FE a 
0 0 
(29) (1 = zw log 2 du dv 
48 9 
auf, was durch Differentiation nach r leicht zu bestätigen ist. 


3. Integration durch einfache Integrale. 


Die entwickelten Partikulärlösungen gestatten nun zwar, 
wie wir gesehen haben, auch in den bezeichneten logarith- 
mischen Fällen die vollständige Lösung der Differential- 
gleichung (2) herzustellen. Der Übergang zu den Doppel- 
integralen ist jedoch nicht nötig; es ist möglich, wie in den 
nicht logarithmischen Fällen, mit einfachen bestimmten 
Integralen auszukommen. Das ist für die Umgebung des 
Nullpunktes zuerst von Spitzer!), dann nach anderem 
Verfahren von Borchardt?) bewiesen. Nach Borchardt’s 
Methode sind auch für die Umgebung der Punkte x = 1 und 
& = 00 einfache logarithmische Integrale von Michaelsen °) 


1) Spitzer, Note über die Diff.-Gl. d. hyp.-geom. Reihe, Journ. f. 
Math. Bd. 57, 8. 78. 

2) Borchardt, Journal f. Math. Bd. 57, S. 81. 

3) Michaelsen, Der logarithm. Grenzfall d. hyp.-geom. Diff.-Gl., 
In.-Diss. Kiel 1889, 
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hergestellt. Im folgenden werden dieselben gewissen Trans- 
formationen unterworfen, wodurch sich eine charakteristische 
Eigenschaft ergibt, eine Eigenschaft, die auch den nicht 
logarithmischen Lösungen zukommt und in der Einleitung 
bereits erwähnt wurde. 


Bezeichnet man mit ® (uw, x) die Funktion 
a—1 


(30) Ö (u, a) = ua) "ut a1, 
so repräsentieren bekanntlich im allgemeinen 


09 x 
fl D (u,x) du und S D (u, x) du partikuläre Lösungen 
I 0 


für die Umgebung von 2 = 0, 


u P 
(31) D (u, x) du und R D (u,x) du partikuläre Lösungen 
0 g 


für die Umgebung von z=1, 

1 Te 
D (u, x) du und JR D (u, x) du partikuläre Lösungen 
0 eo) 


für die Umgebung von x = ©. 

Als logarithmische Integrale fanden die genannten 
Autoren, indem sie die Lösungen (31) auf gleiche Grenzen 
transformierten, nach einem später noch zu benutzenden 


Verfahren: 
1 


Urse N ya lie). ,;, 
(32a De F u (—-u (1— zu) "log ), du, 
/ 1+(2--Du 


(b) 29 = f u" au—1) "T1H@—1) u] log 


0 


(v1) u(u—1) A 


1 
Er ee 
(c)en (1—u) (u—x) " log Fo du, 
der obere Index am n bezeichnet das Gebiet der Ebene, für _ 
welches sie Gültigkeit haben. 
Wir wollen diese Integrale etwas umformen. Sieht 
man vom Vorzeichen ab, so geht das erste dieser Integrale 


(32a) durch die Substitution 


über in 


x u—1) 


u(u—x) au 


(332) m = jf eu -Ijn2loo 
0 


Setzt man aber 


we Den du, 
u de 
so nimmt es zunächst die Form 
o9 
Be a UN) 
ja x) " u”  (u—1) log en du 


1 
an; da die Gaussische Gleichung aber hinsichtlich & und ß 
symmetrisch gebaut ist und eine Vertauschung von Zähler 
und Nenner im Logarithmanden auf einen Vorzeichenwechsel 
hinausläuft, so kann man auch 


x (u—1) du 


(33b) N = (u-a)“ wm zog ner 


falls o = 1 ist, als Partikulärlösung ansehen. 

Wendet man ferner auf das oben genannte logarith- 
mische Integral (32b) für die Umgebung von x = 1 die 
Substitution 


an, so erscheint es in der Gestalt 


1 / —l _ — \@—1 —] 
(34a) „9 = / (ua) ee) los u rau du. 


1 
Durch die Substitution 
1 1 
_— = Aa du 


transformiert es sich in 


jun) em u 0 lon De a du, 
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wobei das Vorzeichen außer Acht gelassen ist. Aus Symmetrie- 
gründen kann man statt dessen auch das Integral 


n® -0 .—ß 40-1 u (= —1) 
(34h) fun u " a-1) ae. ee Au, 


wenn 0=«-- P ist, als partikuläre Lösung benutzen. 
Das logarithmische Integral (32c), 


1 


(ET ER « 
(358) 7 = fu) u)" "log un wril 


0 


hat schon die gewünschte Form. Es ist nach dem oben 
erwähnten Verfahren, welches später ausführlich dargelegt 
wird, aus dem nicht logarithmischen, zum Exponenten —ß 
gehörigen Integral hervorgegangen. Aus dem zum Anfangs- 
exponenten —« Be partikulären Integral 


a Pe: € —_ a Tau 
0 
kann man ebenso das logarithmische Integral 


107001 N N u u (1—u) 
Je u (u) 7 (u—%) log Er du 


herstellen, welches, vom Vorzeichen abgesehen, durch die 
Substitution 


in 
(356) = = f- ee: a ne 


übergeht. 

Vergleicht man nun diese Ergebnisse (33, 34, 35) mit 
den bestimmten Integralen (31), welche in den nicht loga- 
rithmischen Fällen Lösungen der Gaussischen Differential- 
gleichung (2) darstellen, so entnimmt man daraus für die 
Herstellung der logarithmischen Integrale die Regel: In 
den durch-die Gleichungen e=L oa a7 
charakterisierten, notwendig logarithmischen 
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Fällen erhältman aus den nicht logarithmischen 
Integralen derhypergeometrischen Differential- 
gleichung (2) richtige Partikulärlösungen, wenn 
man in den zu integrierenden Funktionen (30) die 
Faktoren | 


x (u—1) u (2 —1) U—X 
log FRE Ze bezw. log TE) Gen: bezw. log ee 
hinzufügt. | 


4. Andere Methode. 


Es sei hier erwähnt, daß man zu denselben Resultaten 
auch auf anderem Wege hätte gelangen können. Ich will 
an einem Beispiel zeigen, auf welche Weise dies möglich ist. 

Sucht man etwa die logarithmische Partikulärlösung 
der hypergeometrischen Differentialgleichung (2), 


2 (01) 4 Kat Da-e) + any = 0, 


für den Fall, daß e=1 ist, so gehe man von den parti- 
kulären Integralen 


1 
Au f u ae A-au) du und 
0 


1 
Yo fu un d-au) PT du: ° 
0 


aus und setze o—=1-e, in der Absicht, & der Null beliebig 
zu nähern. Als vollständige Lösung hat man dann also, 


unter c, und c, willkürliche Konstante verstanden, 
1 


y-ayı tr aYy—= fu! Sa (1-au) * du 
: | 
1 


+ 6 u eu (1-au) du 


0 


urn Ve lle- ua E +6 ) | du 


zu (l—u) 


; 1 1 1—xeu 
fu er (d-au) * l« Een au | du. 
0 
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Durch Reihenentwicklung des Exponentialfaktors kommt: 


1 1—xu 
& log 


Y fu aa (1 =) Ta+e(1 Tr 
N) 


se 1— zu 


je 
BR en, lee 
führt man neue Konstanten %, und %, durch die Gleichungen 


+ =kı, Ge—=ky 
ein, so wird 
1 


Ya Teuer. (a) A-a2u) ° du 
0 


1 Le74 


a—1 E—0 —B D2 CU An) 

— ko: f vu (1-u) l(— zu) ee du, 
0 
wobei Z die weiteren logarithmischen Glieder befaßt. Geht 
man nun zur Grenze e—= () über, so hat man damit für den 
Fall e=1 das vollständige Integral 
1 
y=kı NE een (A—au) du 


0 


(36) 


Rn: er ua) (au) log Be... du, 
0 


übereinstimmend mit dem Früheren. 


Es ist ersichtlich, wie dies Verfahren auf die übrigen 
behandelten Fälle übertragen werden kann. Doch ist die 
Methode nicht einwandsfrei, denn der Übergang zu e —= 0 


kommt wegen der Beziehung c, = = einer Division durch O0 


gleich. Da die exakte Rechnung aber zu demselben Resultate 
führt, so ist diese im allgemeinen nicht erlaubte Operation 
hier zulässig. — 


97 
II. Die hypergeometrische Differentialgleichung 
dritter Ordnung. 


Die an der Gaussischen Gleichung entwickelten Methoden 
sollen nun auf die hypergeometrische Differentialgleichung 
dritter Ordnung u werden, die ich in der Gestalt 


22 (01) IE + at ß4y+3)— (e+0+1]0 24 
+ [By+rat aß tat ++) 000] SL +apyy = 


zu Grunde lege. 


(37) 


A. Allgemeine Integration. 


Auch hier sollen die logarithmischen Integrale zuerst 
als unendliche Reihen dargestellt werden. 
Um die Gleichung (37) durch die Reihe 


(38) vo k=rir-Hl,..) 
k=r 


in der Umgebung des Nullpunktes zu integrieren, bringt man 
sie zunächst in die Normalform 


39) RL + BEL HERR a) y=0 


Dabei ist 
I=0-1 
PB, = (a EBtY +3) 0 @+c+1), 
Bo = (Pfy+yataßta+ß+yt1 wo —eoo, 
I; = aßyx. 

Man bildet dann 


dy = r+n—1 
Zr Lim etme 
n=0 
d?y — r+n—2 
TE =D Cm „+n)(r+n—1)x 
n=0 


g [6%0) 
Ge Dr (r+n) (r+ n—1) Ge Da 


n=0 
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setzt in die Differentialgleichung ein und ordnet nach Potenzen 
von x um; so entsteht die Gleichung 


1: 
(40) A, r N vr [,11,r C, m Elı,rtı Cl n 
aan 
ehr [d,19,: C. Zi: Q,49,14ı Ct Es A, 42,r42 Col T Ei 


En [&,ın, r C, u Gin, r+1 Cr ei, @,1n, r-+2 13 


er ERNE ER el cee aZihy 
und hierin ist allgemein 


A) = 936-1) 6+r—2), 
v—0) 


wenn mit p, , der Funktionalwert 


r+ 


1 (A) 
u = FT 4% (0) 
bezeichnet und die Festsetzung 
[Is (s-1) Pasta 2 el 
getroffen wird. Die Reihe (38) stellt also ein Integral der 
Difierentialgleichung (37) dar, wenn die Koeffizienten aus 
dem Gleichungssystem 
0 Ar Co 


EN ER a 
( zZ din, r C, Ze din, r+1 C1 Ar Gin, r+2 Cy19 


AR Ds Ar On, r+n Cm 


4 u re a ee en ie de Me, mer Ze "a dm. Uuh, en viel Dell ee ee: 


bestimmt werden. Ausführlich heißt die erste dieser Glei- 
chungen nach der Definition von A, : 


3 
Con BAT or er) (r+Pv—2) 


= re) (9) + (et04+dre—D+ 00 —0; 
denn c, ist von Null verschieden. Gleichung (43) gibt für 
den Anfangsexponenten die Werte 

r=(, 1—o, 1—0. 

Die zweite Gleichung liefert 


a 
r+l,r 
C I ER a re 


er rl 
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und für die Berechnung der folgenden Koeffizienten gilt 
Analoges, wie bei der Diiterentialgleichung zweiter Ordnung. 
Man überzeugt sich leicht davon, daß alle diejenigen Ay a, 
bei welchen k«—s>2 ist, verschwinden. Durch diese Be- 
merkung reduziert sich die Rekursionsformel für die Koeffi- 
zienten auf zwei Glieder. Daher wird 


a,rı, r j At, r—+1 


C =cC 
r-+2 r ’ 
x A, r—+1 A,to, r+2 
en An A.4ı, r : Ai, r+1 A 13, r-+2 
47 ag 7 En 2 
r+1,1r+H1 r-+2, r+2 r-+3, 143 
überhaupt 
8 A,rı, Tr G,19, r—1 O,1s, r4s—1 
Ge Le Bo m re 
r+1,1r41 r-+2, r-+2 r-+s, 1458 


Es ist nun 
Dis rs ı Pi BES rs 2) 045-9) 
ep 52) Hp Fr ts) Pa 


Po, 2% i% 
P,1=atß+Yy43; 
Ppı=Bytyateßtatßty-r], 
P3,ı = aßy 
ist, so ergibt sich für a, TR AN nach kurzer Umformung 
der Ausdruck 
Le, r4s8—1 TE (e.,r, s—1) Berrrs—1) YErSe 
Analog berechnet man 
Gr rs = Po,o (rt 5) r+s—1) #+s—2) + Pı,0 (75) 
Ve Re ae 


und da 


hierbei ist aber 


Po = h P,o = — (e+0-t]), Pa,o =— 00, Pa, 0, — 0, 
so daß 
U,ts, IST (os) (Gar sl) (IE nt) 
wird. ei 
Infolgedessen drücken sich die Koeifizienten der Reihe 
wie folgt aus: 


ea 
Mehr) (o+r) A-+r)' 
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a . tn hr) on) (ehrt) BhrHl) Gr 
(4) (04) (4) HH) ehrt) HH) 
allgemein: 
eg MH r (atr+A) ($+r+%) W+r-+%) 
(e+r+%) (o+r+k) I4r+A) 


Die partikulären Integrale der Diiierentialgleichung in 
der Umgebnng von 2 =0 sind also in der Form 


(44) „Oo. ef} br Sa ya (8+r+k) (ytr+A)\ 
Fe A Ve HR) (erh) hl 
r=Q, 1-0) 1=0, 
enthalten. Setzt man für x die berechneten Anfangsexponenten 
ein, so hat man die Integrale in der gewöhnlichen Form 


yı — const. (@, ß, Y: 9 9; x), 


Yyo— const.x °' F(a-0+1,B-e+1,y-6+1;2-0,0-0+1;2), 
Ya — const.x F(@a—-0+1, ß—o+1,y—-0o+1;2—0,0-0+41;2). 

Zwecks Herstellung der Integrale für die Umgebung 
des Einheitspunktes ordnet man die Koeffizienten der Difie- 


rentialgleichung nach Potenzen von 2—1. Sie nimmt da- 
durch die Gestalt 


(45) (1) Bo (@— De = Bi 
+1) Ba) + Ba y—0 


an, und dabei ist 
PB )=142@—1) + (13, 
Bı @ 1) = a+ß+y—e—0+2 + (2a+28+2y—0—0+5) 
(-—1) + (e+B+y+3) @—-1)”, 
Pe (0 —1) = (By+ya+aß+a+B+y+1—e0) (@—1) 
+ (By+yataß-e +81) @—-2)°, 
Ps (0 —1) = apy (@—1)?. 


(0,0) 
Setzt man (46) % - Ic (e—1)", wobei C, Ar 0 ist, 
KT 
so sind die Koeffizienten der integrierenden Reihe aus dem 
Gleichungssystem 


al 


(47) Ay. v C, af Ar, r-1 Chi Hr er 7 U, BR \ 
(k=r, r+1,r-2,...) 


zu bestimmen, wobei 
3 
(48) Le S — Typ, k-s S (1) En (s+9—2), 
v—0 
[Is (6-1) 6492), —1 


und 
Ihr ER 
p ge TB Br PB, ( ) 
ist. Die erste Gleichung jenes Systems (47), 
BF rel) Por 9,0 
zei dB 1 y0 0,20, = 0, 
P5 0 I ist, 


(49) rl) 2) + (at 492-042) r (r—1) = 0; 
ihre Wurzeln, d. h. die Anfangsexponenten, sind 
r=0, 1, o+0—-0—ß—Y. 

Es gibt also in der Umgebung von z—=1 nur ein 
mehrdeutiges Integral. Die Reihen selbst sind von anderer 
Art als die #-Reihen, durch welche die Gleichung in dem 
übrigen Gebiet der Ebene integriert wird. Da As nach (48) ein 
Aggregat («—s)'e" Difierentialquotienten der Funktionen B, 
ist und alle %, Funktionen 2te® Grades sind, so verschwinden 
alle diejenigen A, ,, bei welchen k—-s = 3 ist; deswegen 
hängen je 3 aufeinander folgende Koeffizienten durch eine 
lineare Beziehung zusammen; für » => 2 wird nämlich 


Ay, rtv CAva er ty, 149-1" G4v—1 m Ay y,1r49» O4» 0 

oder | 

Ze error y tr TV 00):%,, 

+ (r+P—1) (a+r-9—1) (pr — 1) (yHr-+r—1) 

(50) — (a4r9—2) (Br —2) (y„-r+P—2) —ı. 
(492) (Pr 9] 

arm 2), (Br v2) yIrt+P—2): Cola 
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Die Integration der untersuchten Differentialgleichung 
für die Umgebung des unendlich fernen (singulären) Punktes 
kann mit Hülfe einer Transformation mit reciproken Radien 
auf die Betrachtung der Umgebung eines im Endlichen 
gelegenen Punktes zurückgeführt werden. Man setzt 


1 
X =; 
& 
dadurch wird 
dy Nm ElY 
a > de ’ 
ayr 7. AR ;_dy 
Den r2® de ’ 
Bu „ dy ‚ day 
ee 


und die Gleichung geht über: in 


3 2 
a —E ne Be u Ba) 
= Ps3 (2) Ira 0, 


wobei 
Pol) —=—1 — e, 
Bu) = a -+P-+Y-3— d—0—0)2, 
Po) = a+P+Yy—By—ya—aß—1--(00—29— 201-4) 2, 
Pal?) = aPpy. 


Die Koeffizienten c, der integrierenden Reihe 


oo 
(52) y-ıae 
k=r 


müssen, analog wie in der Umgebung von x = 0, das System 
rekurrierender Gleichungen 


(53) Te N 
| k=r,r-1, 10, 


erfüllen, wobei 


Be an) 


v—0 


1 | 
Pa Gr B, (0) und [s (s—1)-:-(s+v»—2)], 3 —=1 
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ist. Die determinierende Gleichung 
rede Hr or er d+Pp,r +00 
lautet vermöge der Werte der ®;: 
rl) + (ty Dre) + ita+p4y 
(55) By Zya—aß)r+ aßfy—=0; 
ihre Wurzeln sind 

r=0,ß,Y.- 
Das System rekurrenter Gleichungen für die Koeffizienten 
läßt c, willkürlich und gibt in völliger Analogie mit dem 
Bereich um x = 0 


—_ (— 1)°. rs BEE r i A,1s, Den a Ü,1s, Era 


ä a a a 
r+1l,1r-1 r+2.1+2 r+s,1r+8s 


| r+s 
Es ist ferner 
ra Po FSU) S—2) (r+s—3) 
rt Pısı 45 -DAr+s—-D)-+P1ı(+s—D)-+P51 
—= (r+s—1) (r+s—2) (r+s—3) 
+ (5—0—0) (r+s—1) (r+s—2) 
= korsreo Bo) 51); 0 
= (rs 43-0) 6-+r—0). 
Ebenso ist 
A is,rts —= Por +8) (r+s—1) (r+s—2) 
es N p.o(r-5)+ Pa,0 
= — (+50) +59 (+5). 
Demzufolge wird schließlich 
oJ (r—k—1) (r+k—o) (r + k—0) | 
Be Ro) k_B)\(r | k= 


so daß die transformierte Gleichung die Integrale 


(r+k—1) r+k—g) (r+k—o) \ 
4,8 ; 42% li (r+k—o) (r+Ak--B) r+k—y) J 


en 


(r —4, ß, Y), 
die ursprüngliche Gleichung also die Lösungen 
hai ir 2 ee ) er Hkzertk—o) | 
N IE +22 MR | 


Re a, ß, y) 


(56) 


34 


hat; es sind die hypergeometrischen Reihen 


y— const.x*- Fifa, a—e+1,a—-0+1;a—-ß-+1, +1) i 
1 

4 )— const. a. FB,B-gH,B-0+1;B-cH,B-yH1;), 

9 — const. #7: Ffiyy—o+1,y-0+1;y-a+1;y—B-+H1 =) 


B. Die logarithmischen Fälle. 


Wir haben gesehen, daß die Reihenintegrale in der 
Umgebung von 2£=0 zu den Anfangsexponenten r —=(, 
1—e, 1—0; in der Umgebung von x —= 1 zu den Anfangs- 
exponenten 7 —=(, 1, r+0o—a—ß—y; in der Umgebung 
von x = co zu den Exponenten = —a, —ß, —y gehören. 
Es ist auch schon erwähnt worden, daß in den Fällen, wo 
zwei oder mehr Anfangsexponenten sich um ganze Zahlen 
unterscheiden oder identisch sind, logarithmische Ergänzungs- 
integrale auftreten können, bezw. müssen. Notwendig loga- 
rithmisch sind also die durch die Gleichungen 


0o=0,0=l ol’ 0 07 
EN. era y— N or az 
08: v-=,a=ß, a=ß=y 
charakterisierten Fälle, in welchen jeweils zwei oder, wenn 
e=co=]1 oder a=fP=y ist, alle abgeleiteten Integrale 
eines Bereiches identisch werden. 


1. Integration durch Reihen. 


Die Berechnung der logarithmischen Integrale soll für 
die Umgebung von x = 0 ausführlich dargelegt werden. 
Nach dem Früheren stellt die Reihe (38) 

y=20o% VEZWETHN, 0.) 


eine Lösung der Differentialgleichung (37), 


3 2 
Bol). ZI + 2B 0) IL + 2Ba) AB) y=0, 


X 


dar, wenn die Koeffizienten c, die Gleichungen (42) 
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0 an ei r C. 
= Ada, r C, Em At, r-+1 Ct1 y 
bee 


Gyr, ® C, O De r-+1 Cr ar A,1o, r—+2 C12, 


erfüllen. Wird nun die erste dieser ee weggelassen 
(also r willkürlich gelassen), so geht jene Differentialgleichung, 


k el. 
wenn darin y=>c, x gesetzt wird, über in 


RB Lt a By 


ac? 
T 


=,,%. 


Differentiiert man nach r, so verwandelt sie sich a 


Po (@)- ans PB, (@) Er + 2% (2): “ N 


d 
ra ibn ea) 


wobei die Striche Ableitungen nach x andeuten. Kehrt man 
die Integrationsfolge um, so nimmt sie die Form an: 
3 d’ es) om d’ es 
3 g ur a, ER BR 
X Po (2) da? au X B; (x) dx? dr 
d/(d d 
ee 


R 
dr L r C, X )» 
und wenn man jetzt 


e>) IE E — ar (8 Er ') 


ker 


V 


setzt, so hat man das Resultat, daß 7 der Differentialgleichung 
d’n Ä d’n dn 
Bla) tr era) er Ba), tt Ba)" 


Tr 
4,,%,%) 


genügt. Der Ausdruck n gewinnt, wenn die angedeutete 
Differentiation ausgeführt wird, die Gestalt 


(59) N 12 x + log o- Dior, 


Zr 
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Ferner ist 


d 
2 (0,2) =o,0, (2) + c, „ (a,,)=d, 


wenn r Doppelwurzel von dr 0 ist; denn in diesem Fall 
ist ja auch 2 (a,,) = 0. Somit können wir sagen: Hat 


die determinierende Gleichung (43) der Anfangsexponenten, 
a.,—=d; 

eine Doppelwurzel, so tritt ein logarithmenbehaftetes Er- 

gänzungsintegral auf, welches man aus dem Ausdruck (44), 


a: A an ml 
= a (etrHA)lo+rR)Q+r+R) 
durch Difierentiation nach r erhält. Von einer als Faktor 
auftretenden Konstanten abgesehen, ergibt sich dabei also 
ein UN von der Form: 


Y- el | 
oo ne ic 2 u (e+r+R)(otr+A)I+r+R) 


Be | Ser 71  (@+r+%) (B+r+%) (y Bu.) 
su nn lotrik)lorr La) 
wo nach ausgeführter Difierentiation für r die Doppelwurzel 
einzusetzen ist. In dieser Formel sind die drei in (57) zuerst 
aufgeführten Fälle o=o, o=1, o—1 begriffen. 
Ist erstens o=o, so daß r=1-—.o Doppelwurzel der 
determinierenden Gleichung ist, so ergibt sich danach das 
logarithmische ea 


OR Be (a+r+k)(B+r+K)ytr+ -\ 
„® INDIE 
(= me DT (o+r+%)” (1+r+Xk) r=1—0 


(61) + 017.Jogw- 
75 («+1—0+%) (8+1—_+%) (y+1—0+%) 
1 ana 
+27 5 Bi (4A)? @-g+%) 


= 4 (etrtm?(I4r+A) 
+20 °.logw- Fla-g+1,8—g+1,y—0+1;2—,1;@). 


ae = 2 se ar (B+r+%) (v4r+R) IR E 
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Es sei zweitens e=1; dann ist r=0 Doppelwurzel, 
und das Ba), lautet: 


Ser 77 rg +9 &+r+B o-+r+M) 
Sie = 1 (l4r+2%)2 (o-Fr-R) re 


j W (a+k) (ß+k) (y+k) \ 
1 1 NIE RER MAL FRA SL EA 
De E97 HET AHA2 (o+A) 


I 


anders . 


ie m (a+r+k) ($+r+k) (y+r+k) | 
zZ 44039 dm lcHHm Jo 
2 + log &: Fa, 8,7; 1,0;@). 

Endlich nehmen wir drittens o = 1; auch dann ist 
N) a und das logarithmische Integral heißt: 


az 
-1 13 x n 44m? (tt) Ir 


Di 


| Fr > (8+%) (y-+k) 
ii 1 Dur 
a, Bl Ian (e+%) 
rn (sin (rt 

(63 ne; GERFEG ee Jene 


+ log ©: F(a, ß,y; 1; ). 
Während die drei ersten Fälle auf gemeinsamer Grund- 
lage behandelt werden konnten, müssen wir zur Erledigung 
des vierten Falls o=o=1 noch einmal auf die Gleichung 


3 2 
PB): HR) Lt wBle)- 


263 
+ Ba) ya, ,c% x 
zurückkommen, die, wie wir wissen, bei willkürlich gelassenem 
r durch die Reihe (38), 
U Sa®, (ee rer) 
befriedigt Ne Wir wollen zweimal nach r differentiieren: 


Box) - Are la PB): ah 22) a) 
DIE = a), 
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die Folge der Difierentiationen umkehren: 


et + re: ala) Du I: 2) 
+ BY Br 


und 
(64) = 


E eg (2 x ) setzen. 


Dann erfüllt & die Dierntilgichung 
PB te) StB EA Ra)-t 


Se ra 
Offenbar verschwindet die rechte Seite, sobald 7 dreifache 
Wurzel der Gleichung (43) a. .=0 ist. Das ist der Fall, 


wennso 0 — rast zjenn De hat a, , — 0 die dreifache 


Wurzel r—=0. Das Integral hat, wie man bei Ausführung 
der angedeuteten Differentiation erkennt, die Gestalt: 


R co d 2 C h co RS ; 
Bet we Zr? X +2log@. 2, —H x 
s—=0 3 


s—=0 
(6) 
(2) 
+ log? x: > Cs X ik 
s—=0 


Unter Berücksichtigung des Ausdrucks für c, 


(65) 


ergibt sich 


—+Ss 
also für r— 0, ee, 


Te (+74) (ver+A) | 
Sg il 17 me] k=0 ee, I 
Kö ea) (B-+r+%) (y+Hr+k) | 
> log | De] I IB 
" (a+%) (8+%) (v4) | 
+ log? x- vn De 


wobei der Faktor von log? x mit 


z F n Fa, D8 Y; ee 
identisch ist, 
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Neben diesem, mit dem Quadrat des Logarithmus be- 
hafteten Integral gibt es keep noch eine partikuläre 
(0) (0) 
Ra 
Integralen (61, 62, 63) hervorgeht, wenn man darin 09=0o—=1 
einführt, und welche also den Logarithmus nur in der ersten 
Potenz enthält: 


a k k k 
N, (42% 2 J7 +r+%) (B+r+%) y+r+k)\ 


Lösung, welche aus den mit A bezeichneten 


en Ueer:%)® Le 
But s (a7) (+) (y-+%) 
(67) 037 2 en) 
ze 1 1 (a+r+%) (B+r+%k) (y+r+%) \ 
= (14r+%)? ER 


ES Fa, 8, BEE ellr n 

Es ist noch zu bemerken, daß man dies Integral, sowie 
auch das logarithmenfreie Integral Fe, ß, y; 1,1; x) aus dem 
quadratisch-logarithmischen Integral (66) durch Differentiation 
nach log x erhalten kann. 

Auf die Integrale für den Bereich der großen Werte 
von x lassen sich die angestellten Rechnungen fast ohne 
Änderung übertragen. Die determinierende Gleichung hat 
die im allgemeinen von einander verschiedenen Wurzeln 
a, ß,y. Außer den aus dem Ausdruck (56), 


= 2. (r+k—1)(r+k—o)(r+k—o 
Ne ur ; try) 
ano, en Lösungen repräsentiert im Fall 
einer Doppelwurzel 


En ln re (y“’) 
z Sy 04-1) (r+%-9) (r+%—0) 
En be “N >x (r+k—a) vr +k—ß) en 


B ( % (r+k—1)(r+k—eo)(r+k—o)\ 
+10 (4) 142% ee Di 
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im Fall einer dreifachen Wurzel 
Be een] 
ER 
vera) [+ Sr ehrt] 
eine Lösung, wenn Has Ausführung der Differentiationen 


die doppelte, bezw. dreifache Wurzel für r eingesetzt wird. 
Ist erstens $ =y, so existiert also ein logarithmisches 


(69) 


Integral 
EI 2 BEN FI DWZ 
My 9 Vor In (r+k—a) (r+k—ß) (r+k— a 


(70) : Er 
0 log w- (14 Sur jp et a Zu 


zweitens, wenn 5 su 
i (®) —y a in 1) er e) (r+%&-0) 
ra (® an: ı (r+R—a) (r+A—P) (r+k—y) IE 


(71) 
m -s 1y W+%&—1) W+%—0) W+%k—o)\ 
x log». AR u („+k—B)k? 1% 


s=l 
im dritten Fall, wo & = ß ist, 
en a >> —8 1“ Gare 1) (alle 0) (ra h 
zb or (r+k—a) (v-+k—ß) (r+k—y) Ira 
(72) (a+%—1) (4%) (at k—0) 
— x "logo. 1 ER we 
= IR St IE Je? (a-+k—y ) 
Die unendlichen Ränen mit nen dabei die Logarithmen 
multipliziert sind, können bezw. als die hypergeometrischen 


Reihen 
FB, B—e+1, B-0+1; B-a+1,1;—_), 
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1 
F(y,y—e+1l,y—-o+1;y—ß-+1,1; —lh 


oo aa. lsa 41-1; 7, =) 
dargestellt werden. 
Hat endlich die determinierende Gleichung die dreifache 


Wurzel r=a=ß=y, so erhalten wir aus (69) das logarith- 
mische Ergänzungsintegral 


(®) ar 5 E% (r+k—1)(r+k—g)(r+k—0)\ 
ey De u (r-+k—a)? Beer 


—a er rare Bi 
—x log mE u £ na (r ) ia 
(73) s=1 = 


ea.) Sr (@+k—1)(a+k—o)(a+k— 0) 
+x log” x 42er 7 IL = Re 


der Faktor des quadratisch-logarithmischen Gliedes ist mit 
der hypergeometrischen Reihe 


F(a, a-—o+1,a—0o-+1;1,1; ==] 


identisch. Natürlich existiert außer diesem Integral, in 
welchem der Logarithmus im Quadrat vorkommt, ein solches, 
wo er nur einfach auftritt. Man erhält es, wenn man in 
einem der Integrale (70, 71, 72) a=ß=y einführt: 


a a. Jet (tk) (r+k—o) 
ne er e 11 r+k—0) 3 I 
7. s—=1l 

oh oe | en I _ U- rn) 


Dasselbe, sowie auch das en Integral ergibt 
sich übrigens auch durch Differentiation des quadratisch- 
logarithmischen Integrals (73) nach log x. 


2. Integration durch dreifache Integrale. 
Wie bei der hypergeometrischen Difierentialgleichung 
zweiter Ordnung, so kann man sich auch hier zur Darstellung 
der Lösungen bestimmter Integrale bedienen. Ein Blick auf 
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die voraufgehenden Rechnungen zeigt, daß es zu diesem 
Zweck nur darauf ankommt, die in (44) und (56) vor- 
kommenden a 


> r (atr-tk) (B+r+R) vhrHA) 
1 (errTk) PFrTR VITA) 
und y = u (o+r+%) (o+r+k) (1+r-+k) 


er r+k—1) +k—o) (r+k— 
14 2% pe )r+ @+ 0) 
IE (r+k—a) (r-+k—ß) (r+k—y) 
durch ee Integrale auszudrücken. Dazu kann die 
Identität 


ABCD 
F(A,B,CD; RS, To) It Te ze 
(75) 


ee SISe I - un, ae Dar RB 


1-0)" 77 41—-zuvw) ” dudvdw 
verhelfen, die durch Anwendung des binomischen Satzes auf 
den Faktor (1—xuvw) “ und der für Eulersche Integrale 
erster Art geltenden SE ea 


leicht bewiesen werden Ren Da die Variablen nur in dem 
Intervall von O bis 1 veränderlich sind und x der Bedingung 
|\e| <“ 1 unterworfen ist, so behält die Identität (75) ihren 
Sinn, wenn A=1 gesetzt wird. Dadurch geht sie aber 
über in 
zo BCD een C(C+1) D(D-+H1) BL. 
IRSH R(R-+1) S(S-+1) Te 
(76) N 
— const. v5 TE f we) eo (10) 
E (1—u) 7 A-z uw)" dudvdw. 
Substituiert man in (76) 
B=o-+r, C=ß-+r, D=y-+r, R=o-+r, S=co-4r, T=14r, 
so resultiert daraus die Identität 
dayspze NEE (a+r+%) ) (B-+r+ k) (y+r+%) 
(77) = (e+r+A) (o+r+R) (147%) 


= const. [SF Paz Sa 7) ae are Ha De 1 aa 
Be u zuvw) ' Audodw. 
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Setzt man ferner in (76) 
B=r, C=r-+1—o, D=r+1—o, R=r+1—a, S=r+1—18, 


T=r-+1-—,y, 
so ergibt sich 


ea pe Detr Ze etkza 
1 
+ l ch @+R—a) (r+k—B) (r+k—y) 


7 
a const. | [ fu” 2 en vo * ea: ur 


0.2708 0 —1 
Be u) dudvdw. 


Wir können daher nach (44) und (77) die Partikulär- 
lösungen für die Be von z2<=0in der Form 


F n ah. yo 
nf (fett Sr oT)? ls 


e u: ja ae u (lau) 
dudvdw 
r= 0, B0, leg) 
benutzen und daraus durch Diferentiation nach vr für den 
Fall einer A 
1 


N —=constar Sf en 1 Koll Te nn 
(80) eh ag eu 
.log (zuvw) dudvdw 


ableiten, wo wir noch für r die betrefiende Doppelwurzel 
einsetzen. Dadurch gewinnen wir die den Ausdrücken (61, 
62, 63) entsprechenden logarithmischen Integrale 


non „ZZ sonst. u Sffe 1—w) "v Bo - vo I 


(81) ler ee ale- zuvw) 
: log (zuvw) dudvdw, 
\ (di—w) ". d—-auw) ! Jog (zuvw) 


dudvdw, 
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2 ne ff ee u) ’v e—1 ae an 


(83) br ag ar . 1—-zuvw) Fr -log(zuvw). 

dudvdw. 

Wenn o=o=1 ist, also die determinierende Gleichung 

die dreifache Wurzel r—=0 hat, so haben wir zunächst das 
logarithmische a 


Mn 1 en ff Kin w 7 Da air v) re 


(84) Falun) el Dur) ! .]og (zuvw) 

dudvdw. 
Noch ein logarithmisches Integral gewinnen wir, wenn wir 
den Ausdruck (79) zweimal nach r differentiieren und r —=(, 
nit ul so entsteht das Integral 


le une ff” a w) ’ Da x v) Ay 


(85) 9° 1-u) °.(—zuvw) "-10g2 (cuvw) 

dudvdw. 

Auf Grund der Gleichungen (56) und (78) können wir 

den partikulären Lösungen für die Luszuuns des unendlich 
fernen Punktes die Lu 


y’ = const. ©” a (1-0) ae oe u 


—1 
(86) ee ep) dudvdw 
a 
geben. Durch einmalige Differentiation des Ausdrucks (86) 
nach r erhält man im Fall doppelter Wurzeln die logarith- 
mische zus 


7) — const. & VE Aal: rn ee Ag IE 


(87) a 10 ge — 

dudvdw, 
wo noch die jeweilige Doppelwurzel für r eingesetzt werden 
muß. So ergeben sich die logarithmischen Integrale (vgl. 70, 
1072) 
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pie — const. & ff Spam et: 


a. ke ana 


—1 
uvw 
.(1— = ) ‚log (7 z 


=) dudvdw, 


(89) RE (1—2)° Ba tal u) 5 
—1 
Su no) .log 2) dudvdw, 
X X 


nn = const. I ar ES 
000 een an ET As 
u ar 
.(1— ) log (a5) dudvdw. 
4 4% 
Endlich sind noch die logarithmischen Integrale für den 
Fall der dreifachen Wurzel 


RZ ß = y 
aufzustellen. Außer dem aus (88, 89, 90) sich ergebenden 
Integral 


RE er u ff fer mw) FE 


Ar 0 a : 4— Er SEE ar 


(1— —W ie — dudvdw, 


welches den Logarithmus in der ersten Potenz enthält, resul- 
tiert aus der Formel (86) durch zweimalige Differentiation 
nach 7 fürr—= a == y das mit dem Quadrat des Logarith- 
mus behaftete Integral 


ee „ const. © les 2 er du 


(92) 0 (is 9,7 «—1 er Luna MORE 
1. 
(1— ee) -1og? ( a) dudvdw. 
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Die Methode, welche zu diesen Resultaten führte, setzte 
die Kenntnis der Integrale in Reihenform voraus. Es läßt 
sich aber auch direkt zeigen, daß sowohl logarithmenfreie 
wie auch logarithmenbehaftete Integrale von den angegebenen 
Formen die vorgelegte Differentialgleichung erfüllen. Man 
wird bei dem Beweis auf ein algebraisches Eliminations- 
problem geführt, dessen Erledigung in den bisher behandelten 
Fällen noch in verhältnismäßig einfacher Weise möglich ist. 
Da die Integrale später jedoch in anderer Gestalt benutzt 
werden, so soll dies hier nicht weiter verfolgt werden. 


3. Integration durch Doppelintegrale. 

Dagegen sollen im folgenden die dreifachen Integrale 
durch Doppelintegrale ersetzt werden; nach dem in der 
Einleitung Gesagten ist das möglich. Die Integrale, die 
bisher benutzt wurden, haben alle die Grenzen O0 und 1 und 
unterscheiden sich nur in der Form der zu integrierenden 
Funktionen. Es handelt sich im folgenden darum, Integrale 
mit gleichen Integranden und verschiedenen Grenzen herzu- 
stellen. Gleichzeitig sollen Integrale mit den Grenzen 0 
und 1 angegeben werden. 

Die untersuchte Difierentialgleichung (37) läßt sich 
in der Umgebung des Nullpunktes durch die partikulären 
Hauptintegrale 


00) V 
Yı = /dv (0 (u,v,&) du = const. Fa, ß, y50,0;%), 
it 1 


X 0,8) 
(93) 1 92 = / /® (u, dv, x) du = const. 2 °.F(a-c-H1, 
0 1 8ß—0+1, y—o-+1;2—0, 0—-0+1;%), 


X V 
Y3 = (do D (u, v, x) du = const. ee F(a—g-+1, 
0 


B=e71,y—-071; 2-0, 0 Zara 
WO 


(94) D(u,v, x) = Ge ed TEE 
ist, vollständig integrieren !). Wenn aber eine der Beziehungen 
Oo eo ep — il eve 


1) Pochhammer, Journal f. Math., Bd. 102, S. 87. 


el 
besteht, so werden zwei oder (im letzten Fall) alle vor- 
genannten Integrale linear abhängig, so daß Ergänzungen 
erforderlich werden. 

Es liegt nahe, die Partikulärlösungen zum Zweck der 
Herstellung der logarithmenbehafteten Ergänzungsintegrale 
auf gleiche Grenzen zu bringen. Durch Reihenentwicklung 
läßt sich leicht bestätigen, daß man auch setzen kann: 

1. 
Y, = const. a Keen ee! Heel on 
0 1 
r genen 
(95) 6 
1 1 


Ya — const. Ro eu deu 
; ee zn) I quav, 


it 1 
Ya — const. Pa Kane a fu ne 
| i  A-a2mTT aude. 
Für die beiden zuletzt genannten Doppelintegrale ist der 
Beweis durch Anwendung des binomischen Satzes auf den 
letzten Faktor des Integranden leicht zu erbringen. Bei dem 
ersten Doppelintegral entwickelt man zunächst ebenso den 


Faktor [1—x(1—v)] ”; auf die Faktoren der dabei sich 
ergebenden Reihe, welche die Form bestimmter Doppelintegrale 
haben, ist dann die Formel (19) der mehrfach erwähnten 
Pochhammer’schen Arbeit anwendbar: 

1 


1 
/E et a un)" au 
0 0 ? 


3 Eh, 1) - Es, erh b). 
Das Übrige ergibt sich dann wie früher, wenn man die 
Rekursionsformel für Eulersche Integrale erster Art zu 
Hilfe nimmt. 

Ist nun etwa og = o, so verliert man olienbar ein parti- 
kuläres Integral, da von den oben genannten Elementen des 
Fundamentalsystems zwei identisch werden. Es handelt sich 
darum, ein weiteres partikuläres Integral herzustellen. 
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Da die vorgelegte Dilierentialgleichung nach oe und o 
symmetrisch ist, so muß z. B. neben dem mit %, bezeichneten 
Integral auch dasjenige Doppelintegral eine Lösung sein, 
welches aus %, durch Vertauschung von oe und o hervorgeht. 
Setzt man demgemäß 

WFT p (0, 0), 
so ist stets auch 
a p (9, 0) —Pp (0, Q) 
020 
ein partikuläres Integral. Wird oe = 0, so erscheint 7 in 


der unbestimmten Form u deren wahrer Wert 


0 I 
Se @ (9,0) __9p (0, a 
= 9g 90 /g=o 
a @ (90)  dp(g, 2) 
00 06 0=0 


ist». Nunsist 


1 
a a ze Mr 
RS — cost, [Ri Be 1)? "1-=(1-0)] / 
0 


1 


f a 1 (1—uv)” ° log (uv) dudv, 
0 
ferner 


1 

ö ee = “ 

ED —const, [ort IE ! 1-0) ! 1-e(—v)] 1 
0 


1 


rn 
J r 1 au)" 108 ud. 


Es ergibt sich also, wenn man subtrahiert und = ein- 
führt, das logarithmische Integral 


1 1. 
(0) EN ur ee 
1, — const, fo”? Br ers !1-2(dy] Y 
0 
(96) Be 
f STE (ee m (1-uv)" ° - dudv. 


0 
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Durch die Substitutionen 


a ur=1)v | 
en’ 5, 


u= 


geht dasselbe über in 


Mensen, [0 ee fü ee 


(97a) Oz 
(U— = 
Dieselbe, auf die Symmetrie der Differentialgleichung gestützte 
Schlußweise ist auch auf die in (95) angegebenen Ausdrücke 
Y5s und 4, anwendbar; ist etwa 
Y = % (9, 0), 

so kann man die logarithmische Ergänzung als den Grenzwert 
bestimmen, welchem sich der Quotient 

v (9, 9) sv (6, Q) 

0— 6 

nähert, wenn o— o der Null zustrebt. Dieser Wert ist 


1 (90) _ Ip (0, = 
0=0 


Me jog > dudv. 


00 00 
— const. x" ff: ur A- Na: 
I re a ET 
(1—xuv) log a7; dudv. 
Er verwandelt sich, wenn 
1 ) 
uU —, = — 
u 22 
gesetzt wird, in den Ausdruck 
1 eonst, [- au fü ee 
(97b) 00 (u— 1)v 
(u—1) UJog (Go dudv; 
werden dagegen neue Variablen vermöge der Gleichungen 
u u v 
Ur== —— = ar ee 
VL v 4 
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eingeführt, so nimmt er die Gestalt an: 


Hal „eona. [ 6- —x) Be fü- NE u ur e 


(97c) aD» 


er ern dud». 


a EI -10g 


Behufs Herstellung des logarithmischen Integrals im 
Falle o=1 legt man das eindeutige Hauptintegral statt in 
der bisher benutzten Form (95) zweckmäßig in der Form 


1 1 
Yy, = const. Ha (ewraas Inu (1-0) 
(98) ® : (1-au) " dudo 
zu Grunde, welche, wie leicht zu zeigen ist, mit 
const. Z'(a, ß, y; 0, 05%) 
identisch ist. Man sieht, daß %, und %, sich nur um eine 
multiplikative Konstante unterscheiden, wenn o—=1 ist. Läßt 


man die Konstanten außer Betracht, so erhält man nach dem 
schon benutzten Verfahren 


a -( öyı Oo ) 
(99) lo=-1 7 \ 70 00 /o—1 
1 1 
— / EZ ee a (1 Bey (1-0) ® 
no log —ı dudv. 


Ausgehend von der eindeutigen Partikulärlösung 


1 1 
M- const. | #7" (em ae 
(100) ; i (1—xuv) ” dudv, 
die, wenn o=1 ist, bis auf einen multiplikativen Faktor 


mit 4, (Gleichung 95) übereinstimmt, gewinnt man auf dem- 
selben Wege das im Fall e=1 gültige Integral 


nffe er u ER u) een lie — u) — 


(1—v)uvx 
ee ee dudv. 
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Die Substitutionen 


führen die Integrale (99) und (101) über in 


fer fü DE u 


0 2 (u—v) 
un log — —— I) dudv 
un 

X es) 
Ye; -/w-2) ? ee eye 

3 | a) 
(103a) log Den) dudv. 


Man sieht, daß IE sich von demjenigen nicht logarithmischen 


Integral, das für o=1 aus %, (Gleichung 95) hervorgeht, 
nur durch einen an eh im Integranden unterscheidet. 


Bezüglich des Aufbaus von N, ‚gilt dasselbe, wenn man in 


% (Gleichung 95) zuvor oe at co und « mit $ vertauscht, 
was aus Symmetriegründen erlaubt ist. — 
Wenn man = den Ausdruck (99), 


er na (fr Harz TTS are SUN Alk — zuv) z 


I (1—v)uvx BD) 
1—uVx 
die Substitutionen 
u u v 
U = — = ur Vz — 
VE dv x 


anwendet, so ergibt sich 


ne ya —x) Ense fü Di —1 in Be 


(102b) log en Mn) dudo, 


und analog findet man aus (101) 


1 — const. fe- ein N fü DE te ie ty 


(103b) log en dudv. 


4* 
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Durch die Bemerkung, daß bei den Hauptintegralen in der 
zu integrierenden Funktion (94), 

D(u,v,x) = wa) "vu Ey Ta (a 
oe und o, sowie « und ß vertauscht werden dürfen, gelangt 
man bezüglich des Aufbaus der. logarithmischen Integrale 


„I 


a 1 zu einem analogen Schluß wie bei den 
Integralen 7 _, und Dr 

Endlich existieren in den betrachteten Fällen noch 
zwei weitere Integrale, welche die Grenzen v—=1, 00; u—=1,® 


besitzen; man kann sie auf folgende Weise berechnen. Außer 


dem bereits benutzten Integral (95), 
1 


u fer amt p-zlo)] 7 


{r ve ee 
0 


das bis auf einen konstanten Faktor gleich Z'(e, ß,y; 0, 0;&) 


ist, stellt offenbar 
1 


el JR een 


0 

(104) ı i 5 
ee ans en TO qu 
0) 

eine Partikulärlösung der behandelten Differentialgleichung 

dar, denn, von einer multiplikativen Konstanten abgesehen, 

ist (104) mit 

Eat ß—c-+1,y—0+1; e—co-+1, 2—0;x%) 

identisch. Folglich gibt es neben dem Integral, welches für 

o—=1 aus (95) oder (104) hervorgeht, eine logarithmen- 

behaftete Lösung 


rs ae, 
oc—1 /o—1 0 060 00 J/o—1 


& JR a | et 


(105) 


0 
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Werden auf dasselbe die Substitutionen 
u—-1l _ (v—1)v vo—1 


— 


uv uw—1)’ 5 V 
angewandt, so geht es in die Form über: 


co V 
4 Bun re rr 2ui hr Fa 
ER = / (0-2) Fr (u—v) ni (Ge Dr ; 
1 1 


(102c) log le dudv. 
v(©—x) 


Wenn man schließlich 
1 
ya Aarau tet a 
0 
(106) ER = 
fw mt 
0 
1== 
ons a lo ol 8— 041, y—c+l; o—o+1, 2—0; x) 
als Partikulärlösung benutzt, so gelangt man durch eine 
ähnliche Rechnung zu dem im Falle o=1 gültigen logarith- 
mischen Integral 


(0,0) Vv 
a N RE 
1 1 


(103 c) log nn dudv. 
Die charakteristische Eigenschaft, welche die mit 7’ und 7” 
bezeichneten Integrale (102, a, b) und (103, a, b) aufweisen, 
tritt, wie ein Vergleich mit den logarithmenfreien Integralen 
(93) zeigt, auch bei den Lösungen n”” (102c und 103c) hervor. 

Die Grenzen sind in allen Fällen so gewählt, wie sie 
bei den Hauptintegralen vorkommen; es ist noch zu bemerken, 
daß die auf Grund dieser Festsetzung abgeleiteten Formen 
der logarithmischen Integrale fürro=1 uddo=]1 m 
logarithmischen Bestandteil der Integranden von Form zu 
Form variieren, während für oe = o (wo die Symmetrie der 
Differentialgleichung benutzt werden konnte) Übereinstimmung 
der Integranden auch hinsichtlich des spezifisch logarith- 
mischen Bestandteils stattfindet. 
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Die Umgebung des Punktes x = 1 nimmt gegenüber 
dem übrigen Gebiet der Ebene eine Sonderstellung ein; denn 
wie wir bei der Integration durch Reihen schon gesehen 
haben, sind die Integrale für jenen Bereich keine hyper- 
geometrischen Funktionen. 

In der Umgebung des Einheitspunktes existiert, was 
auch bereits erwähnt wurde, nur ein mehrdeutiges Haupt- 
integral. Es lautet !): 


y—= aa ua (1) 7 
‘ I1+(&—1)vf ° dv 
(107) - | 
ff „ram Ara) uw ° an. 


Neben diesem mehrdeutigen Integral gibt es zwei eindeutige 
Lösungen, die zu den Anfangsexponenten O0 und 1 gehören 
und im allgemeinen mit jenem zusammen ein Fundamental- 
system bilden. Besteht jedoch zwischen den Konstanten eine 
der beiden Beziehungen (vgl. 57) | 


oe + =a+p+ty+K 
(k Re 0,1), 
so werden zwei der Hauptintegrale identisch. Da man dem 


eindeutigen, zum Exponenten % gehörigen Hauptintegral 
die Form 


1 
E— (2—1)" are Na 
(108) 0 Manu io 
1 

f er Te 
0 

geben kann, so findet man das logarithmische Ergänzungs- 
integral in dem durch die Gleichung 0 +0 =a-+ß+y+%k 


charakterisierten Fall nach dem von Borchardt?) ange- 
gebenen Verfahren dadurch, daß man neben y statt y, die 


I) Pochhammer, Journal f. Math. Bd. 102, S. 97. 
2) Borchardt, Journ. f. Math. Bd. 57, S. 81. 
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aus (110) und (111) gebildete lineare Funktion 


Yes, Yr 
oO jatßtytan—o] 
als partikuläres Integral benutzt, was ja offenbar erlaubt 
ist. Diese Funktion bleibt ein partikuläres Integral, auch 
wenn der Nenner Null wird; denn dann wird gleichzeitig 
der Zähler Null, also erhält man, wenn o+0 = a+ß-+y-+% 
ist, das Integral: 


® Yy—Y; 

Khan l: Sr Fre 
0, 
NE eg =atstrti-e 


1 


wurd 
r dv 


1 
(2—1) w 


HTTam PT H@ Yun]? 108 IC ji du 


0 


(@-D) fs te 


fü ee +H@Dw 


IH@ Du , 


los To) ) 


wo noch o+0 = a+ß-+y+% einzuführen ist. So ergibt sich: 
N er fr je eh } 
(109) 0 re mo 
1 
ee: ee (or De 


1 (e—1) uw (1—u) (l—v) 
ne) 1% 
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also, wenn k=0, 0 +0 =a+Pfß-+y ist, 


ee ET a re 
(110) 
Mir Ver = ern 05 ee 1)uv] ee 
B (c—1) up (1—u) (1—v) Wi 
° Dr@—Dol + @— Du] 
und wenın k=1l,oto=o-+$TtyTtNT ist, 


make. He ln) IR TE 1) 
0 dv 


(111) 
fu Aue Ei ea Dunj are 1 
(2 —1) un (1—u) (1—p) BE 
° IF@—Do] IF@-D u] 
Jenes gehört zum Exponenten 0, dieses zum Exponenten 1. 
Man führt in (109) neue Variable mit Hülfe der 
Gleichungen ein 


ER UN Fee v—1 
(c—1)v v—1’ c—L1’ 
wodurch man zu den Grenzen z—=1,v und v—=1,x über- 
geht. Abgesehen von einer als Faktor auftretenden Potenz 


von —1 erhält man: 


x 


aa Ne En a 


Uhr 
1 (v— I N (— an 


Su etrERe—i „ray h, De 


(u—1) (u—v) Da) 
ee 
oder, vermöge der Relation 


ete=atstytk, 


1 = (@—) 0-2 RER fü ee 
(112) a 


WW) ,,;, 
1 nee 
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Vers kann man statt an und (111) setzen: 


be - fo 2) fo” Sa re ee 


(u—1) (u—v) (v—x) 


(113) -log Se dudv, 

N = @—]1) fw-n) 7 ei u 

(114) ee 
NER dudv. 


ıch wo N (ec) \ 
Es tritt also in der Umgebung von x = 1 zu dem logarithmen- 
freien mehrdeutigen Hauptintegral 


Yy — (w-)? 2 en Te ei dudv 
1 1 


außer dem Faktor («— 1)" (k = 0,1) nur ein Logarithmus 
im Integranden hinzu. — 


Für das Gebiet der großen Werte von x, in welchem 
die vorgelegte Differentialgleichung im allgemeinen durch 
die Hauptintegrale 


n- fa fownodn 


115 
( 2. „6 


x 1 
Yo - /m/® (u, v,x) du 
eo 


1 
= 09. EB cH,B-0+H B-aH +), 


1 v 
Ya — (av (ou o,2) du 
0 1 


1 
= 6807. Fiyy—o+l,y-o+1;y-a+1;y-P+H1; —) 


vollständig integriert wird, lassen sich die logarithmischen 
Ergänzungsintegrale mit den Grenzen 0 und 1 leicht in 
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verschiedenen Formen herstellen. Das wird nach (57) nötig, 
wenn zwei der Konstanten «, ß,y, oder wenn alle drei 
gleich sind. 


Man kann etwa von den Partikulärlösungen in der 
Gestalt ausgehen: 


u = BL 1 
y, (fo An) AT) re a 
dudv, 
Y = } f ve an) an Ten 
dudv, 


mp JA Hi 1-0) TAT 


au) PA 1m)? Aug, 
von deren Existenz man sich leicht überzeugen kann. Sieht 
man nun %, als Funktion von 8 und y an, so ist aus 
Symmetriegründen klar, daß auch diejenige Funktion eine 
partikuläre Lösung sein muß, welche man aus %, durch 
Vertauschung von ß und y erhält; beide werden aber identisch, 
sobald $=y wird. Ist also y, = 9 (ß, y), so kann man 
auch die Funktion 


Par) = PD 
Pt, 
als partikuläres Integral ansehen. Offenbar bleibt diese 
Funktion ein Integral der Differentialgleichung (37), wenn 


ß=y wird; sie erscheint dann in der unbestimmten Form 2: 


deren wahrer Wert 


op = 
ER ey (3 - 0y / B=y 
ug 
= en YR 2° (1 ve nen Tg 
0250 
og -- dud» 


— 


somit eine Partikulärlösung ist, wenn =. Setzt man ebenso 


Ya Y (q, y), 
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so führt dieselbe Schlußweise zu dem Integral 


oa —, 
(118a) Ha \E Sp a 
(fr a a a v—1 2 (o un) 
log =" duo, 
Schließlich wird, wenn man 
Y = x (0, ß) 
setzt, 
Be [20% a 
aa) Nam 7 (23 Tr 
-Sfü- Be x) —y re ar Net! 0 —a— Di Sulzer, 
( a)? °.Jog Ba 1, 
u (1—up) 


Werden auf die genannten logarithmischen Integrale 117a, 
118a, 119a die Substitutionen 


X (b) X 
u — ne, 
ud U ® 
N: 
u U, ee: 
us 1—U 
1 ——,d = 1-0 
Dee]: 


Msn enüet, so ergeben sich die neuen Formen: 
Vv 


a Eon el) KO a a 2 Valais 


(1208) “ log a 2 dudv, 
en —eR wre ne v) um or 1RaK IR) 
(12Be) log nn D) Audv, 
,_ i oe x) = y— fü Re a a 
0 U—V 
122 ee 
(122a) log ZEN dudv, 


wobei vom Vorzeichen abgesehen ist. 
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Sieht man ferner in (116) y, als Funktion von y und « 
an, so findet man leicht das logarithmenbehaftete Integral 


i 1 
2/8 ei I Ad) Fr Ta ze 
0 0 


X—UD 


(118b) erg 
wenn y=e ist. Es verwandelt sich durch die Substitutionen 
9 v X 
u = u, v = —— 
uv u ® 
in 
—1 —y—1 
fe u N se 
oo v(u—1 
(121b) log ! dudv. 


Ebenso betrachte man in (116) y, als Funktion von « und ß; 
man Eu dann leicht das Integral 


Sf Ki vu d— ce ee l— el une” a—1 


uv (1—u 
(1199) log —— 28 3 dudv 
her, von dem man durch dieselben Substitutionen zu 
7 — (0) m Bike Er: “Te 
GB 
Dopens 5 ‚ Ga 
( ) log ee m) dudv. 


Ebenso kann man in (116) u, sowohl als Funktion von ß 
und « wie auch als Funktion von y und ß auflassen, und man 


berechnet, daß, wenn ß=e ist, ein Integral von der Form 
1 1 


Sofa (Em % et ehe Een (en 


SR uv (1—u) 
(119 c) log Be, dudp, 


und, wenn y=ß ist, eine Lösung von der Form 


ne dev) ug ee a («my Pl 
(117b) log ————— dudv 
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existiert. Vermöge der Transformationen 
IE 
I U, D = —— 
® 
verwandeln sie sich in 


x 1 
iE, Is fe? ET er al! 


0 


12xeyiaiıT Were} 
( ) log Horn dudv, 
X ıl 
Bobs — fw-o u Kali Te 
co 0 „ na) 
(120b) . log EIERN: Ge) dudv. 


Endlich setze man noch in (116) 


= funct (P, y) 
und 4, — lunce (y, 0); 


man gewinnt so durch Vertauschung der Konstanten für 
De y bezw. y=« die logarithmischen Ergänzungsintegrale 


Sfu- u ee ee u EL ee 


B—o v(1—u) (1—v) 
(1170) (1—uv) °-log a ae dudv 
und 
1 H) 
Ir ee Na: 
0 0 
(118c) Aw)?” °. log nn v) dudv, 
die durch die Substitutionen 
1—u 
Me ‚»=1-v 
v 
in (120c) 
Al 
1 a—1 
2. ad (ia De el ze 
et). 
und v(uU— vd) 
y=u „fe uk Me fü te Rn 
‚viu—1) 
(121) log nn dudv 


übergehen. 
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Wenn man diese logarithmischen Partikulärlösungen 
mit den logarithmenfreien Hauptintegralen (115) vergleicht, 
so findet man, daß sich die abgeleiteten Resultate in folgende 
Regel zusammenfassen lassen: 


In den durch die Gleichungen Ge 92 73 
a = ß charakterisierten (notwendig logarith- 
mischen) Fällen erhält man aus den logarithmen- 
freien Hauptintegralen (115) der hypergeometri- 
schen Differentialgleichung dritter Ordnung (37) 
richtige PartikulärlösungenimGebietdergroßen 
Werte von x, wenn man in denzuintegrierenden 
Funktionen (94) die Faktoren 


u(0—%) v(u—1) Ku —® 
Eh bezw. log Beeren = bezw. log IN 
hinzufügt. — 


4. Andere Methode. 


Ein Verfahren, welches auch schon bei der Behandlung 
der Differentialgleichung zweiter Ordnung erwähnt wurde, 
kann dazu dienen, die erzielten Resultate zu bestätigen. 

Um beispielsweise das vollständige Integral herzustellen, 
wenn eg =1 ist, kann man so verfahren: 


Man geht von den Partikulärlösungen aus: 
1 1: 
IN ja m RE ee (1-zuw) ” 
0 ? i dudv, 


1 1 


Ya a (ray? u ° er er 
0 


5 6 I - dudv, 


1 1 
Ya en 2 fe anr 
; j Ad-am) dudv 


und setzt e=1--.6, wo .ö eine sehr kleine Größe bezeichnet, 
die sich der Null nähern soll. Dann kann man dem voll- 
ständigen Integral zunächst die Form geben: 
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y=CYı + Ya + C3 Ya 
1 1 


— I a en eure: (1-zuv) 
0 0 dudv 


1 1 


+ 6 Ze)? uU Rh 


- : 1 u dudv 


1 1 
+ 65 if 1)? Re 
0 


y Ad-am) ° dudv. 
Man trennt die beiden, für ö—=0 in einander übergehenden 


Bestandteile von dem Rest: 
1 1 


Y= Cs NH ea u. Ale 


’ ü 1-2) "I dudv 


1 1 
= fw7 Ad-0)? u 19 el de zu ER 
07 0 


dudv; 
dabei ist 
u 1—xuv 
1—xzuv 05 Av) zuv 
Var }3 G ( ) se Ca € 
1 er 3 (1—v)zuv 1 SH 3 
1—xuv 1—xuv 
Be log 
(1—v) euv (1—v) 2uv | 
nr er. 


Setzt man daher | 
atGg=h, Gö=lk, a—=kı 
so wird 
T 1 


VI, a ray? u au) ?A-zun) 
0 N) | 


o—a—1 


dudv 
1 1 
+ ko elle (di ah Nez (1—-xur) ° 
0 0 dudv 


il 1 


+ Ay AP iz AT (1-xuw) 
E 0 0 


ee 8. ] dud», 
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wo Q weitere logarithmische Glieder umfaßt. Geht man 
nunmehr zur Grenze ö=0 über, so hat man damit füro=1 
das vollständige Integral 

1 1 


a a a? ee 1)? 
0 


/ ei >) dudv 


1 1 
+ Ag ee ie em rlr: (1—-xuv) 
0 0 dudv 
1 1 
EWR ze Vet, NE Ana. (1—zuv) 
0 0 1—zuvV 
log ne BE; dudv, 


welches mit dem früher gefundenen (101) übereinstimmt und 
auf welches die früher benutzten Substitutionen Anwendung 
finden können. 

Im übrigen gilt, was die Methode betrifit, die Bemerkung, 
die bei der Behandlung der hypergeometrischen Differential- 
gleichung zweiter Ordnung gemacht wurde. — 


II. Die hypergeometrische Differentialgleichung 
nter Ordnung. 


Die Methode, nach welcher für die hypergeometrischen 
Differentialgleichungen zweiter und dritter Ordnung die loga- 
rithmischen Integrale hergestellt wurden, läßt sich auf die 
Diiferentialgleichung n!® Ordnung (1), die in der Einleitung 
angegeben ist, ausdehnen. 


l. Integration durch Reihen und n-fache Integrale. 
Läßt man die Umgebung des Einheitspunktes außer 
Betracht, so läßt sich diese Gleichung durch verallgemeinerte 
F-Reihen integrieren; man findet, daß für die Umgebung 
des Nullpunktes # linear unabhängige partikuläre Integrale 
in der Form 
(123) = S-1(+r+%) (ao+r+k)...(a +r+% 
2er Zu per ee 
Ex vr e91+r+%):---(e,_ ‚tr+%) 
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enthalten sind, wenn man r als Wurzel der determinierenden 
Gleichung 


(12) rir—140) (r—1-49)...(r—1-+e,_) = 0 
bestimmt und nicht zwei Wurzeln sich um eine ganze Zahl 
unterscheiden oder identisch sind. In dem letzterwähnten 
Fall weist das allgemeine Integral der gegebenen Differential- 
gleichung notwendig einen logarithmischen Bestandteil auf. 
Hat die determinierende Gleichung (124) eine »z-fache Wurzel, 
so erfüllen nach Frobenius!) auch die (mw —1) ersten, 
nach r genommenen Differentialquotienten von (123), für den 
mfachen Wurzelwert gebildet, die vorgelegte Differential- 
gleichung (1). Da die numerische Berechnung der Reihen- 
koeffizienten schon bei der Difierentialgleichung zweiter 
Ordnung recht umständlich wird, so gibt man die allgemeine 
Lösung am zweckmäßigsten in Form bestimmter Integrale. 
Dazu kann man folgendes Verfahren benutzen: Die unendliche 
Reihe, welche in (123) auftritt, kann als spezieller Fall einer 
F-Reihe (» + 1)'® Ordnung angesehen werden, die man 
bekanntlich als »faches bestimmtes Integral darstellen kann. 
Es besteht nämlich die Identität 


SE (a4rtA) (atr+A)- - -(a,+r-+%) 
nen. et 


+r—1 1 +r—1 
(1 u, ä a ea 1 


na a (1—x2U, Ug--U__, U SL au, 


n—1 


die man durch Anwendung des binomischen Satzes auf den 
letzten Faktor des Integranden beweist. Bezeichnet man 
diesen zur Abkürzung mit ®, so repräsentiert nach (123) 
und (125) 


l) Frobenius, Über die Integration der linearen Diff.-Gl. durch 
Reihen, Journ. f. Math. Bd. 76. 
5 
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1, 4 ı wi 2 
Oper oa fan, Sau, 7 ‚fo du, 
0) 0 0 0 


ein Fundamentalsystem partikulärer Integrale in der Umgebung 
des Nullpunktes, solange keine der Differenzen 0, — 0, ganz- 
zahlig ist. 

Man berechnet nun leicht, daß nach dem Frobenius’- 
schen Satz eine »-fache Wurzel der determinierenden 
Gleichung zum Auftreten logarithmischer Ergänzungsintegrale 
von der Form 


1 


(127) 1 1 1 
YO, He du, ir du, ur H dus u. D. log“ (au, Us. u,) du, 
0 0 0 0 


Veranlassung gibt, wo % die Werte 1,2,3,---2—1 hat, und 
wo für 7 jene vielfache Wurzel einzusetzen ist. Wenn die 
determinierende Gleichung (124) mehrere vielfache Wurzeln 
von verschiedener Größe hat, so bleibt dies Verfahren zur 
Ermittelung der Ergänzungsintegrale anwendbar. 

In Analogie mit früheren Resultaten findet man ferner 
in Bezug auf das Gebiet der großen Werte von x, daß die 
vorgelegte Differentialgleichung 2° Ordnung in der Umgebung 
des unendlich fernen Punktes sich durch unendliche Reihen 
Se ER NE HR) HR.) 
a N [Ta au an) 

LI a 
integrieren läßt, wobei r die Werte @,, @s,:-- a, annehmen kann. 

Bezüglich der logarithmischen Fälle gilt Ähnliches 
wie in der Umgebung des Nullpunktes. Man verwandelt % 
zunächst in ein »faches bestimmtes Integral. Vermöge der 
leicht beweisbaren Identität 


2 HE et) +) 
1 ae Eur) a ie 2 2 Pe 
HI u v+%—a,) +%—0,).--(r+k—a,) 

(129) 


— on I a du,, 
0 0 0 0 


wobei 
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a KR N ae a | en 
vu, (du,)> 2 VE Fr bat De Rn a 1 N 


U Ug:- U, IB 
B 
ist, erhalten die Elemente des Fundamentalsystems in den 
nicht logarithmischen Fällen die Gestalt 


1 1 I 
(130) 4=c, x" fan, fan, fan, I» du, ; 
0 0 0 0 


r durchläuft dabei die Reihe der Werte &,,@s,---a,. Sind 


1 


Aut ee Na rn er er a (Ir 49, sr 


jedoch »z2 der eben. bezeichneten Größen identisch, so liefert 
das Verfahren von Frobenius die logarithmischen Er- 
a uerale 


(131) © . U Yo U 
y=c,x | du fen fm fon ( = "au, 
wobei ee u 2. N ae ist und für r jene »»fache 


Wurzel zu anleen ist. 


2. Integration durch (n—1)iache Integrale. 


Der Übergang zu den »fachen Integralen hat es er- 
möglicht, die beträchtliche Anzahl der verschiedenen logarith- 
mischen Fälle für die Umgebungen von 2 =0 und = 
in je eine einzige Formel zusammen zu fassen. 

Dasselbe gelingt in der Umgebung des Punktes z=1 
durch Anwendung (»—1)facher Integrale; denn es existiert 
hier nur ein mehrdeutiges Hauptintegral, dem man nach 


Herrn Prof. Pochhammer!) die Form 
1 


yı = (water ta ee 
(132) 0 du, 
1 1 
ER BEER N MEN h an ENT 
ö f: u, Al (1—4,)*° 03 dus: j ut +0n—2 a 
0 
; 1 
—1 un rn) el 
Ö (i—u, ‚= en} du,_s a +en—ı Or n—1 


0 (1—-u, ,) ?-Xdu,_ 
geben kann, wenn man mit X die Funktion 


1) Pochhammer, Journ. f. Math. Bd. 102, 8. 147. 
Ar 
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X= 1-H(&— 1%, ar N [1-H(&— 1); ee u. er 


[Heu 0,» 9 [te Dean 


bezeichnet. Neben diesem mehrdeutigen Integral gibt es 
(n—1) eindeutige Lösungen, die zu den Anfangsexponenten 
0, 1, 2, --- (a—2) gehören und im allgemeinen mit jenem 
zusammen ein Fundamentalsystem bilden. Besteht jedoch 
zwischen den Konstanten eine der (a—1) Beziehungen 


13) aAtatr +, = u tat: +a,t%, 


wo k einen der Werte 0, 1, 2,---»—2 hat, so werden zwei 
von den Hauptintegralen identisch. Da man dem eindeutigen, 
zum Exponenten % gehörigen Hauptintegral die Gestalt 


1 

UN (21). rn a A a Ad-u)"T% 
(134) 0 + ta ee, 
ä 


i f Tu a Tears „yararar a 


0 0904 70, at dus 
1 


>> u a (1—u Jay. mEORR a 


n—2 


0 are du, _, 


RES deu: ar a 


0 -Edu,_ 
geben kann, wobei mit # die Funktion 


E— [1 @mlu ua a 


1 


3 I+@& 2% 2 Das bee +0, Ua: —a,—k 


RR I Se a 3 


ro u je 


bezeichnet ist, so findet man als logarithmisches Ergänzungs- 
integral in dem durch die Gleichung (141) 


G+9+" +, =-ut:'te,t% 
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charakterisierten Fall nach dem an den Differentialgleichungen 
zweiter und dritter Ordnung ausführlich entwickelten Verfahren 


er ( 4 = Y, 

Ir Tat Ft a] ) 9=4+:---+a, 

(135) +E—0g— - On 
E- a0? "ch ( oyı oy, 


0 O0 00, ) = atat+ tan tk —on, 


1 
AR (e— 1)" RR a0 ent 


0 
h an u a oe 1 d 


u 
1 
M St Fan — en rk 1 
0 
(de u) erar on 010004 2, On ul dus 
1 


ge 2 ra ee 
n— 


2 
0 


ta tan tan u tk—1 


. ee dun-2 
1 
| en rt ren te. z 
nt Ben 
5 log Zdu,_,, 


Led 


wobei # die frühere Bedeutung hat und 


a (@—1)u,%.. u, ,‚A1-u)(l—%)-- (l1—u,_,) 
- E+@-1)u, u, 1 1+&-Dus- u, 1 14@-Du,_,] 
ist. 
Auch in der Umgebung des Nullpunktes sowie des 
unendlich fernen Punktes läßt sich die Differentialgleichung 
ne Ordnung (1) durch (”—1) fache bestimmte Integrale lösen. 


Wird nämlich mit © (v,, v%9,--®,_,,%) die Funktion 


n—1l 
—0, 0, —o, 3 —1l —4—1 0,—0,—1 
Ne ee °n—1 (1) : JI Vier 
ze ER 1 
kı 


bezeichnet, so sind Lösungen der Differentialgleichung in 
der Form 


(1 36) Mrzuy No hı 
HEz— Sa, f do f Bd, 9%) dv, 
In—ı In—2 91 


enthalten. Dabei sind als Grenzen 9,, %, für die Integration 
nach v,, wenn k=n—1 ist, zwei der vier Größen 0, 1, 00, @, 
wenn k <n—1 ist, zwei der Größen 0, 1, 00, ®, +. Zu be- 
nutzen; doch muß für jedes ©, welches kleiner als % ist, 
g,g=lhh=v, ı, genommen werden, sobald irgend eine Grenze 
9, oder A, gleich 1 ist. Aus der großen Anzahl der in y 


enthaltenen Partikulärlösungen lassen sich die Hauptintegrale 
nach einer einfachen Regel aussondern !). Dieselben bilden 
die Elemente eines Fundamentalsystems partikulärer Integrale, 
solange die Wurzeln der determinierenden Gleichungen keine 
Gruppen bilden ?).. Dagegen werden logarithmische Ergän- 
zungen nötig, und zwar für die Umgebung von 2=0, wenn 
eine oder mehrere der Beziehungen eg, =1 oder , —_0, 
,k=1,2,.:-n—1); für die Umgebung von x —=]1, wenn 
eine der Gleichungen 

9+@%+:.+0, .,=u+t%+:-+a,+%k(k=0,1-.:n—2); 
für die Umgebung von & = co, wenn eine oder mehrere der 
Relationen ,=a, (,k=1,2,...n) bestehen. 

Man kann zwecks Herstellung der logarithmischen 
Integrale entweder, wie es für »—=2 und #» =3 geschehen 
ist, auf die mit den Grenzen O0 und 1 behafteten partikulären 
Integrale zurückgehen, um dann durch passende Substitutionen 
zu Integralen mit gleichen Integranden, aber verschiedenen 
Grenzen zu kommen, oder den auf einem andern Grenz- 
übergang beruhenden Weg einschlagen, der gleichfalls an 
Beispielen illustriert wurde. 

Für den Bereich des Einheitspunktes sind die logarith- 
mischen Integrale schon in (135) angegeben. Aus der großen 
Anzahl der logarithmischen Fälle, die sich im Bereich des 
Nullpunktes und des unendlich fernen Punktes ergeben, will 


I Pochhammer, Journ. f. Math. Bd. 102. 
2) Frobenius, Journ. f. Math. Bd. 76. 
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ich einige hervorheben, welche die Grundlage für die Berech- 
nung der übrigen abgeben. 

Man kann dem eindeutigen Hauptintegral für die Um- 
gebung von £ = 0 die Form 


(137) 
y— fat. fd, fa ae Li ce 
0 0 


4,1 Sr ya Ei. en a: 


el nt 
geben. Kombiniert man es etwa mit dem zum Exponenten 
1—o, gehörigen Integral 

(138) 


1— 1 
ner fan fan. fer Aa 


Er 0301 Bl a En 91 er 


n—2 


ae 


Bee: zu.) dh 


n—1 1 
so findet man, falls o, =1 ist, aus (137) und (138) das 
logarithmenbehaftete Integral 


139) De, 
n nt a! 
I fa er; fat dt, = ee nr 
a. 1,057 ds—1 
On —1 On— nein a - "Ta 
.. De ul 2) in en) 
1 tee] ea -ahh ve "% 
-( —Xtb, bo. n— ni) Sn A. 7 1 “ 


Benutzt man ebenso das partikuläre Integral 
(140) 


1 1 : 
| ne ® JE dt). JR BEN je „2202 14,ja-e-1 
Y 0 
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das sich, was seine Mehrdeutigkeit betrifft, wie die Potenz 
*2 verhält und für 0 = 0, mit 7 zusammenfällt, so 
Ss 


berechnet man, daß dann auch das logarithmische Integral 


(141) ; 
IN nut ae Sa 
DE a A fa FE fi (He 
0 


k Be (12) at = BEN (1-1, ‚Pa-17 @n—ı 1 


Rn = u 
a ee 


n—1 
1—x L, bo I  e 


Er SE 


- dh, 


eine Lösung der hypergeometrischen Bittere 
repräsentiert. 


Für große x betrachte man z. B. die zu den Exponenten 
—a, und —«a, gehörigen Integrale 


ne 1 1 
Zul far di, Jh Ra: fi en 
0 0 
ö Ent (1-2) om BR Es ' en (1 t, ee 
Fake 0, ——1 bla: Rn Be 
el a ai, 
und 


(143) ' ' 
len BR dt en A) az 
| N) 


er (1 4) re 2" a2 Am a, Bu 


n 


er) ae ER et Bun 
j BEE Sri (a Ba IE (1- = x = ) di, ; 
sie werden identisch, wenn a, = & ist. Für diesen Fall 
besteht die logarithmische Ergänzung in dem aus (142) und 
(143) herzustellenden Integral 


(144 


144) 
FE Eu dh Re f db [6 el 
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5 —09 (je & \ a—1 


"  en— n-2 at “ Sn— a 
Pe 1 Bean (1—1,_,)" u N sl Be ; 
et nA Zi to = Dh 
ie a n—1 ) ; a Fe TE 
9,4 n Az) (—L, to ER 1) 02 


Die übrigen logarithmischen Fälle sind in völlig analoger 
Weise zu behandeln. 


%* 


Schluß. 


Da die hypergeometrischen Reihen sich in verschiedener 
Weise als bestimmte Integrale mit den Grenzen O0 und 1 
darstellen lassen, so sind auch die Formen, welche hier für 
die logarithmischen Integrale abgeleitet wurden, nicht die 
einzigen, die man ihnen geben kann. Schließlich ist noch 
zu bemerken, daß die Konstanten der Gleichungen natürlich 
gewissen Bedingungen unterworfen werden müssen, damit 
die benutzten Integrale konvergieren, während sie für andere 
Werte der Konstanten ihren Sinn verlieren. Selbstverständlich 
beziehen sich die angestellten Betrachtungen nur auf die 
erstgenannten Fälle, in welchen die Integrale konvergent sind. 
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Thesen. 


Die Naturteleologie hat nicht den Wert einer wissen- 


schaftlichen Theorie. 


Nur ein induktives Verfahren kann in der Metaphysik 


zu relativ sicheren Resultaten führen. 


Es erscheint wünschenswert, dem Rechenunterricht in den 


Realschulen einen breiteren Raum wie bisher zu gewähren. 
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